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Rezime
U disertaciji su obrad-ene dvokanalne QMF banke u sistemima sa beskonačnim impulsnim
odzivom. U okviru ovog istraživanja predložena je direktnasinteza nove klase rekurzivnih
digitalnih filtara, kao prototipske funkcije koja zadovoljava uslov za komplementarnu dekom-
poziciju. Kako karakteristika slabljenja nove klase filtara leži u oblasti izmed-u Butterworthovih
i Elipti čkih karakteristika slabljenja, nova klasa je nazvana Prelazna klasa filtara.
Realizacija nove banke filtara izvršena je komplementarnomdekompozicijom prototipske
prenosne funkcije na dvallpassfiltra čijim se sabiranjem, odnosno oduzimanjem, dobijaju
prenosne funkcije niskofrekvencijskog i visokofrekvencijskog filtra. Prednost ovakvih sistema
je da se isti hardver koristi za realizaciju i NF i VF prenosnefunkcije. Realizacija komplemen-
tarnih IIR filtara zasnovana na paralelnoj vezi dvaallpassfiltra odlikuje se malom osetljivošću
karakteristike slabljenja na promenu dužine digitalne reči.
U okviru analize Prelazne klase filtara obrad-ene su funkcije neparnog reda sa jednom, dve,
tri i četiri konǎcne nule prenosa. Za sve tipove Prelazne klase filtara izvršeno je pored-enje
sa Butterworthovim i Eliptǐckim filtrom istog reda. Pokazano je da Prelazni filtri imaju bolju
selektivnost u odnosu na Butterworthov fitar, a lošiju u odnosu na Eliptǐcki. Med-utim, kako
je Eliptički filtar projektovan koriš́cenjem bilinearne transformacije, njegovi polovi nisučisto
imaginarni a realni delovi polova se povećavaju sa povécanjem reda filtra. Ovo rezultira u
grešci amplitudske karakteristike visokopropusnog filtra, što znǎci da Prelazni filtri postižu
veću tǎcnost pri komplementarnoj dekompoziciji u odnosu na Eliptičke filtre. Zatim, praktǐcna
realizacija nove klase je jednostavnija u odnosu na Eliptički filtar s obzirom da ima parove
konjugovano-kompleksnih nula na jedinič om krugu i višestruku nulu uz= −1. Kako nova
klasa ima aproksimativno ekvidistantni raspored polova, može se realizovati sa manjom duži-
nom digitalne rěci u odnosu na Eliptǐcki filtar.
Za klasu Prelaznih filtara sa jednom konač om nulom prenosa dati su koeficijenti prenosne
funkcije u zatvorenom obliku. Primena ovako dobijenih koeficijenata je znǎcajna jer se pri
konverziji frekvencije odabiranja zahteva filtar sa najmanjom mogúcom kompleksnoš́cu.
Pogodnim izborom filtara banki analize i sinteze ispunjen jeuslov za uklanjanje efekata
aliasinga. Pokazano je da se amplitudska izobličenja kod IIR banke filtara mogu u potpunosti
potisnuti pa je nelinearnost fazne karakteristike dominant o izoblǐcenje. Za postizanje prib-
ližno savršene rekonstrukcije signala predložena je korekcija grupnog kašnjenja faznim korek-
torom i izvršena analiza uticaja reda faznog korektora na tačnost rekonstrukcije signala.
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Abstract
In this PhD thesis two-channel QMF IIR filter banks have been discussed. As a part of
this research, direct synthesis of a new IIR filter class, as alowpass protoype function which
satisfies condition for complementary decomposition, has been proposed. Since attenuation
characteristic of the new filter class lies in the area between th Butterworth’s and the Elliptic’s
attenuation characteristics of the same order, new class has been referred to as Transitional
Butter-Elliptic filters.
Transfer function of the the lowpass prototype function wasseparated into two allpass filters
by complementary decomposition. Then, lowpass and highpass filters, as power symmetric
filter pair, are obtained using those allpass filters. The main advantage of complementary IIR
filters based on parallel connection of two allpass filters, is its smaller sensitivity to digital
word length change compared to standard filters and low-costimplementation since the same
hardware is used for the lowpass and the highpass transfer function.
Within the analysis of the new filter class, transfer functions of the odd order with one,
two, three and four extremal values of attenuation characteistics in the passband and in the
stopband, has been discussed. All types of Transitional filters have been compared with the
Butterworth’s and the Elliptic’s filters of the same order. It is shown that in comparison with
Butterworth filter, the Transitional filter has better selectivity but lower selectivity than Elliptic
filter. However, the proposed new filter class has pure imaginary poles and accuracy in comple-
mentary decomposition is at very high level, which the Elliptic filter cannot achieve. Also, the
practical realization of the new filter class is easier than for the Elliptic filter since the new class
has conjugate-complex zeros on the unit circle and one multiple zero atz= −1. Further, poles
and zeros of the Elliptic filter are accumulated near the passband edge and the distance between
them decreases as the filter order increases. This requires av ry long digital word length for
high-order filter realization. The new class filter has approximately equidistant arrangement of
poles so it can be realized with shorter digital word length than it is required for the Elliptic
filter realization.
For Transitional filters class with one extremum of multiplicity L in the passband and in
the stopband, closed-form expression for the transfer functio oefficients has been obtained.
Application of these kind of filters is significant since for sample rate conversion the lowest-
complexity filter is required.
With appropriate selection of filters in analysis and synthesis section, the conditions for
ii
removing the aliasing effects are fulfilled. Magnitude distortions in IIR filter bank can also
be completely eliminated and therefore output signal of theQMF bank has only phase distor-
tion. In order to obtain nearly perfect reconstruction of the output signal, the allpass equalizer
has been proposed for group delay compensation. Also, effect o the equalizer order on the
accuracy of signal reconstruction has been analyzed.
Keywords: Digital filters, Filter banks, Complementary decomposition, Subband cod-
ing, IIR filters, Butterworth filters, Elliptic filters, Transitional Butter-Elliptic filters, Newton-
Raphson method.
Skraćenice koje su koriš́cene u tekstu
• IIR filtar - Rekurzivni filtar (Infinite Impulse Response filter)
• FIR filtar - Nerekurzivni filtar (Finite Impulse Response filter)
• NF filtar - Niskopropusni filtar
• VF filtar - Visokopropusni filtar
• QMF banka - Kvadraturna banka filtara (Quadrature Mirror Filter bank)
• SBC - Podopsežno kodovanje (Sub-Band Coding)
• PR - Savršena rekonstrukcija (Perfect Reconstruction)
• NPR - Približno savršena rekonstrukcija (Nearly Perfect Reconstruction)
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za slǔcajL = 1 i M = 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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3.4 Klasa prelaznih filtara sa tri konačne nule prenosa . . . . . . . . . . . . . . . . 64
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4.1 Korekcija faznog izobličenja kvadraturne banke filtara . . . . . . . . . . . . . 74
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USistemima za digitalnu obradu signala,često je potrebno menjati frekvenciju odmer-avanja zbogčega se se ovakvi sistemi nazivajumultirate ili diskretni sistemi sa
višestrukim odmeravanjem. Njihov razvoj započe je pre više od tri decenije i jos uvek se
usavršavaju. Primenu nalaze u obradi govornih i audio signala, obradi slike, obradi video sig-
nala, tehnikama za otklanjanje šuma, skremblovanju, adaptivnoj obrada signala, implementaciji
wavelet transformacija itd. Ova tehnika nudi mnoge prednosti kao što je smanjenje komplek-
snosti prilikom prorǎcuna, smanjenje zahteva za memorijskim skladištenjem, veća brzina rada
itd. Detaljni aspekti teorije banki digitalnih filtara datisu u [1].
Banke filtara se generalno dele na dvokanalne i višekanalne ba ke. Dvokanalne banke
filtara se uopšteno mogu podeliti na tri tipa: QMF banke, ortogonalne banke filtara i biortog-
onalne banke filtara. Ove banke se mogu projektovati tako da imaju savršenu rekonstrukciju
(PR) ili približno savršenu rekonstrukciju (NPR). Kod NPR se dozvoljava izvesna distorzija u
odnosu na idealno definisani sistem pa su filtri znatno nižeg reda nego kod banke sa savršenom
rekonstrukcijom. QMF i biortogonalne banke filtara mogu se projektovati upotrebom filtara i sa
linearnom i sa nelinearnom fazom dok ortogonalne banke filtara uvek koriste filtre nelinearne
faze [2].
Dvokanalne QMF banke dekomponuju ulazni signal na dva frekvencijska podopsega, koji
se pojedinǎcno obrad-uju sa nižom frekvencijom odmeravanja i na izlazu formirajuponovo
jedan kompozitni signal. Za realizaciju filtara u dvokanalnoj banci mogu se koristiti filtri sa
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konǎcnim impulsnim odzivom (FIR) ili filtri sa beskonačnim impulsnim odzivom (IIR). FIR
filtri se više koriste u praksi zbog stabilnosti i jednostavne mogúcnosti realizacije linearne fazne
karakteristike. Njihov nedostatak je visok red prenosne funkcije što znǎci veći broj konstanti
množenja i véce kašnjenje signala. Prednost IIR filtara je nizak red prenosne funkcije što znǎci
mali broj konstanti množenja i malo kašnjenje signala. Nedostatak rešenja zasnovanih na IIR
filtrima su složenija rešenja za realizaciju linearne faznekarakteristike i véci uticaj konǎcne
dužine digitalne rěci. Zato, prilikom projektovanja banke filtara treba obratiti pažnju na izbor
specifikacija kako bi se obezbedila minimalna distorzija signala kao i implementacija strukture
male kompleksnosti.
Osobine banke filtara zavise od karakteristika pojedinačnih filtara od kojih je banka formi-
rana. Samim tim, izbor NF prototipskog filtra je najvažniji korak u projektovanju banke fil-
tara jer sve ostale karakteristike sistema proističu iz njegovih karakteristika. Ovaj filtar treba
da omogúci konverziju frekvencije odabiranja sa minimalnom distorzijom signala. Generalno
gledano, postoji veliki broj mogúcnosti za izbor prenosne funkcije prototipa NF filtra. Opti-
malan izbor je uvek prilagod-en konkretnoj primeni. Ako je razdvajanje signala po podkanalima
primaran zahtev, projektuju se selektivni filtri uz ograničenja koja namécu zahtevi PR ili NPR.
Ako je očuvanje talasnog oblika signala primaran zahtev, projektuu se manje selektivni filtri
sa, po mogúcstvu, maksimalno ravnom karakteristikom grupnog kašnjenja i osobinama koje
omogúcavaju PR ili NPR. Aproksimacija željene prenosne funkcijepr dstavlja u vécini sluča-
jeva složen matematički problem [3].
1.1 Istorijat razvoja banki filtara
Da bi se shvatio princip funkcionisanja, prednosti i značaj multiratesistema, najpre treba
sagledati nastanak i dalji tok razvoja banki filtara, podopsežnog kodovanja i ostalih aspekata
multiratesistema [4].
Obrada digitalnog signala u sistemu sa samo jednom frekvencijom odmeravanja (singler-
ate) može se realizovati šemom sa jednim ulazom i jednim izlazom kojučine elementi za kaš-
njenje, elementi za sabiranje i množenje dva signala kao i množe ja signala konstantom. U
multirate sistemima uvode se dva nova bloka: decimator i interpolator. Decimator je ured-aj
koji redukuje ǔcestanost odmeravanja nekim faktoromD i taj postupak se naziva decimacija
(down-sampling). Interpolator, sa druge strane, poveća a ǔcestanost odmeravanjaD puta a
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sam proces se naziva interpolacija. Ove promene učestanosti odmeravanja mogu se primeniti
na samom ulazu ili izlazu sistema ili u unutrašnjosti sistema zavisno od primene.
Jedna od primena decimatora može se pokazati na sledećem primeru; Ako se posma-
tra analogni signal koji treba konvertovati u digitalni, treba najpre ogranič ti frekvencijski
opseg tog signala jednim niskopropusnim filtrom (antialiasingfiltrom) a zatim izvršiti njegovo
odmeravanje i digitalizacija. U ovom slučaju niskopropusni filtar mora imati veoma uzanu
prelaznu oblast. Drugo rešenje ovog problema je primeniti niskopropusni filtar sa, recimo, du-
plo širom prelaznom oblašću pa zatim povécati njegovu ǔcestanost odmeravanja faktorom dva,
pre nego se izvrši digitalizacija, kako bi se izbegaoaliasing. Ovaj digitalni signal se zatim
propusti kroz digitalni filtar linearne faze i smanji mu se frkvencija odmeravanja dva puta. Na
taj nǎcin izbacuje se upotrebaantialiasingniskopropusnog filtra sa uskom prelaznom oblašću
koji je ne samo skup véc unosi i fazna izoblǐcenja.
Treba naglasiti da je moguće izvršiti decimaciju i interpolaciju i faktorima koji nisu celi
brojevi. Na primer, konvertovanje digitalnog signala frekv ncije odmeravanja 48kHz (koji se
koristi u studiju) u digitalni signal frekvencije odmeravanj 44.1kHz (na CD-u), što jěcesta
pojava u audio obradi [5]. U [6], autori su poredili FIR i IIR filtre u ulozi interpolatora, i pri
tome obradili teoriju interpolacije i celobrojnim i razlomljenim faktorom.
Najjednostavnije rešenje problema promene frekvencije odmeravanja izvršilo bi se tako što
bi se digitalni signal prvo konvertovao u kontinualni a zatim ponovo uradilo njegovo odmer-
avanje drugom frekvencijom odmeravanja ali je ovaj metod skup i koristi analogne kompo-
nente koje unose izvesnu grešku.Multirate sistemi direktno menjaju frekvenciju odmeravanja
u digitalnom domenu primenom decimatora, interpolatora i dig talnih filtara i ovaj nǎcin je
tačniji i mnogo pogodniji. Ova tehnika ima mnogo primena a nekeod njih se baziraju na
tzv. podopsežnom kodovanju koje se implementira pomoću kvadraturnih banki filtara (QMF -
Quadrature Mirror Filtar banks). Rani radovi u kojima se ovatehnika pominje su [6–8] a jedna
od najranijih primena bila je u obradi digitalne muzike [9,10].
U kvadraturnoj banci filtara digitalni signalx(n) se propušta kroz par digitalnih filtara (NF i
VF) koji se nazivaju filtri analize a izlazi ovih filtara su podpsežni signali, odnosno signali koji
su ogranǐceni po nekom opsegu frekvencija. Zatim se vrši decimacija ovih signala faktorom dva
i kvantizacija i signal se dalje prenosi. Na prijemnoj strani signali se rekombinuju u jedan ˆx(n)
primenom interpolatora faktorom dva i filtrima sinteze. Signal x̂(n) predstavlja aproksimaciju
signalax(n).
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Ovakva šema podopsežnog kodovanja predložena je sedamdestih godina [11–15] i pokazala
se kao veoma efikasna u kodiranju govora [16]. Prvi uredjaj zakodiranje govora, vokoder
(VOice enCODER), izumeo je Homer Dudley 1939. godine, i prvobitno je bio namenjen za
kompresiju govornih signala i njihov siguran prenos putem bakarnih telefonskih žica, a za-
tim se koristio u drugom svetskom ratu za prenos i kriptovanje govora. Osamdesetih god-
ina, vokoder se dosta primenjivao kao sintetizer robotskogzvuka u tada popularnoj muzici i
u naǔcno-fantastǐcnim filmovima. Njegova osnovna funkcija je da na osnovu ulaznog signala
sintetizuje izlazni signal koji je ili identičan ulaznom signalu ili njegova modifikovana verzija.
On u sebi sadrži dve banke filtarab ndpasssignala i princip rada zasniva na promeni periode
odabiranja ulaznog signala.
Efikasnost podopsežnog kodovanja je takod-e pokazana i kod obrade muzičk h signala. Kod
obrade digitalnog muzičkog signala, koji uobičajeno koristi 16 bita po odmerku (pri frekvenciji
odmeravanja od 44kHz), primenom podopsežnog kodovanja postignuto je znǎcajno smanjenje
broja bita po odmerku, prǐcemu je kvalitet zvuka neznatno smanjen [17]. Ovo je našlo primenu
kod digitalnih kompaktnih kaseta (DCC). [18].
Signal na izlazu, ˆx(n), koji se rekonstruiše iz podopsežnih signala, razlikuje seod ulaznog
signala,x(n), jer prisustvo decimatora i interpolatora unosi greške u vidu aliasinga i imag-
inga. Medjutim, došlo se do načina da se ove greške (osim greške pri kvantizaciji) prevazid-u
pravilnim izborom filtara.
Sedamdesetih godina, uvedene su kvadraturne banke filtara koje signal razdvajaju na dva
podopsega. Dalji napredak u razvoju banki filtara bio je uvod-enje pojma polifazne dekompozi-
cije [19], čime se intenzivira njihova praktična primena s obzirom da pruža mogućnost obrade
pri najnižoj frekvenciji odmeravanja što u velikoj meri smanjuje potrebu za velikom brzinom
procesora. Polifazna dekompozicija je upotrebljiva u skoro svakoj primenimultirate obrade
signala i uvek postiže ogromnu efikasnost prilikom proračuna.
Croisier je pokazao u [11] da se greškealiasingakoje potǐcu od postupka decimacije, mogu
potpuno eliminisati u dvokanalnoj QMF banci adekvatnim izborom filtara sinteze. Ako je ovim
izborom postignuto da izlaz sistema bez prisustvaali singabude zakašnjena replika ulaznog
signala, takav sistem bi bio sistem sa osobinom savršene rekonstrukcije (PR - Perefect Re-
construction). U slǔcaju da ova osobina ne važi, to znači da sistem ima izobličenja drugog
tipa. Ako se pri projektovanju filtra ne zadaju stroge specifikacije kao što su velika vrednost
slabljenja u nepropusnom opsegu ili velika strmina u prelaznoj oblasti i sl. nije teško projekto-
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vati filtre u banci filtara tako da važi uslov savršene rekonstrukcije. Sa druge strane, ako se ove
specifikacije ne zahtevaju onda se podopsežno kodovanje ne mož iskoristiti u potpunosti, jer
je recimo važno zadati vrednosti slabljenja u propusnom i nepropusnom opsegu.
Autori radova [20–22], nezavisno su dokazali da se kod dvokanalne QMF banke perfektna
rekonstrukcija može ostvariti i kada se zadaju potrebne vrednosti slabljenja, pod uslovom da se
svačetiri filtra banke filtara adekvatno projektuju.
Rezultati dobijeni za dvokanalne banke filtara generalizovani su za slǔcaj M-kanalne
kvadraturne banke filtara [23–34]. Ovu ideju najpre je pomenuo Nussbaumer a zatim i Roth-
weiler u radu [35] gde je princip QMF banki proširen na proizvljan broj jednakih opsega.
Kombinacijom osobina kvadraturnih filtara sa polifaznim mrežama dobijena je nova struktura
koja zahteva 35% manje izračunavanja u odnosu na tada postojeće. Ovde je opisana teorija
operacija polifaznih kvadraturnih filtara kao, tehnike za njenu implementaciju i simulacija 16
Kbits/s kodera primenom ovih filtara. U okviru ove ideje izdvajaju se i nove klase QMF banki
kao što su pseudo QMF banke, paraunitarne, kosinusno-modulacione itd.
U pseudo QMF bankama moguće je aproksimativno ukidanjealiasinga koje je u nekim
slučajevima dovoljno [36]. Autori radova [23, 37] nezavisno supokazali kako formulisati
uslove perfektne rekonstrukcije u matričnoj formi. Takod-e se prvi put pokazalo da pristup reša-
vanja preko polifaznih komponenti vodi ka značajnom teorijskom uprošćavanju [30,32,38].
U radovima [32, 39, 40] razmatrani su sistemi u kojima je banka filtara ogranǐcena tako da
ima paraunitarne polifazne matrice. U ovoj klasi banki filtara, koje se nazivaju paraunitarne
banke filtara, mogu se zadati proizvoljne vrednosti slabljenja i u isto vreme postić perfektna
rekonstrukcija. Inǎce, paraunitarna osobina banki filtara i paraunitarne matrice izǔcavane su
prvobitno u klasǐcnoj teoriji elektrǐcnih mreža, a tek kasnije je utvrd-ena i njihova primena kod
banki filtara.
Isti autori su zatim razvili tzv. kosinusno-modulacionu banku filtara [33,41–43]. Ove banke
filtara imaju prednost da je cena implementacije filtra odred-ena cenom jednog prototipskog
filtra, jer se svi ostali filtri dobijaju na osnovu njega.
Konǎcno, celokupna istraživanja na temu banki filtara proširenasu na slǔcaj neuniformnih
širina opsega kao i na decimaciju razlomljenim brojem [44–46].
Dalji razvoj išao je u pravcu podopsežnog kodovanja višedimnzionih signala što je našlo
primenu u kodovanju i kompresiji slika. Sistematičnu postavku teorije multidimenzionih sig-
nala dao je Vetterli u [47]. Ova ideja je zatim primenjena na kodiranje slika u [48] . Od tada je
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sledio veliki napedak u višedimenzionimultiratesistemima [49–56].
Podopsežno kodovanje je našlo primenu i u adaptivnim sistemma i statistǐckoj obradi
signala [57–61], zatim u komunikacijama kod transmultipleksinga [62], brze konverzije iz
analognog u digitalni signal [63] itd. Kasnijih godina uočena je veza izmed-u multirate fil-
tar banki i wavelet transformacija [64–66]. Pokazano je da je wavelet analiza u tesnoj vezi sa
tzv. octave-band filtarskim bankama koje su uvedene ranih sedamdesetih za analizu zvučnih
signala.
Ovim je dat pregled nastankamultiratesistema koji se odnosi na period od sedamdesetih
do devedestih godina kao i na neke pravce u kojima je ova oblast krenula da se razvija u tom
periodu [4]. Sve ovo rezultiralo je da cela teorijamultirate sistema doprinese projektovanju
sistema koji se lako projektuju i implementiraju pa je tako sa razvojem tehnologije na svim
poljima i ona doživela ekspanziju u primeni u svim oblastimaobrade signala.
1.2 Tok doktorske disertacije
U tezi su obrad-ene QMF banke filtara sa beskonačim impulsnim odzivom (IIR) i približno
savršenom rekostrukcijom (NPR).
U drugoj glavi dati su osnovni teorijski principi koji se odnose na dvokanalnu rekurzivnu
kvadraturnu banku filtara [67–69]. Objašnjen je pojam dvokanalne banke filtara i njenih sas-
tavnih delova. Zatim je izvršena analiza procesa kroz koje prolazi digitalni signal doveden
na ulaz ovakve banke filtara. U banci analize ulazni signal serazdvaja na dva podopsežna
kanala, jedan sa niskopopusnim i drugi sa visokopropusnim filtrom posle kojih sledi decima-
tor. Ovi signali, koji sada imaju duplo nižu frekvenciju odmeravanja, idu na obradu zavisno od
primene banke filtara, posle koje se u svakom kanalu vrši interpolacija signala i filtriranje da bi
se na izlazu ova dva signala rekonstruisala u jedan. Funkcija izlaznog signala, koja zavisi od
ulaznog signala i prenosnih funkcija filtarskih banki analize sinteze, u sebi nosi amplitudsko
izobličenje, fazno izoblǐcenje i preklapanje spektra (liasing). Kako je cilj da izlazni signal
banke filtara bude zakasnela replika ulaznog signala, ova izbličenja treba ukloniti.
Komponenta izlaznog signala nastala usledaliasinga, koji se javlja kao posledica procesa
decimacije, poništava se adekvatnim izborom niskopropusnih i visokopropusnih filtara u
bankama analize i sinteze. Ovde treba naglasiti da je poč tak projektovanja banke filtara iz-
bor niskopropusnog prototip filtra, koji dalje specificira filtre analize i sinteze. Na osnovu
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veze NF i VF filtara sa prototipskom funkcijom, zaključuje se da su ova dva filtra simetrična
u odnosu na frekvencijuπ/2 zbogčega se nazivaju kvadraturni filtri, odnosno banka filtara
postaje kvadraturna banka filtara.
Prenosna funkcija distorzije izlaznog signala sadrži još amplitudsko i fazno izoblǐcenje.
Da bi banka filtara postigla savršenu rekonstrukciju, idealno je da prenosna funkcija distorzije
bude jednaka liniji za kašnjenje. U tu svrhu, na filtre analize i sinteze primenjena je polifazna
reprezentacijǎcime se dobija jednostavniji oblik funkcije distorzije. Ako se usvoji da su po-
lifazne komponenteallpassfunkcije, iz funkcije distorzije se eliminiše amplitudskoiz bličenje
i kao smetnja preostaje samo fazno izobličenje definisano faznim karakteristikama ovihallpass
funkcija. Ovako izvedena prenosna funkcija odnosi se na dvokanalne banke filtara kako sa
beskonǎcnim (IIR) tako i sa konǎcnim impulsnim odzivom (FIR), što znači da se za oba tipa
isti hardver koristi za realizaciju niskopropusnog (NF) i visokopropusnog (VF) dela banke fil-
tara. Dakle, pri projektovanju rekurzivne banke filtara, koja je predmet proǔcavanja ove teze,
potrebno je izvršiti dekompoziciju prenosne funkcije prototipskog NF filtra na dva llpassfiltra
čijim se sabiranjem, odnosno oduzimanjem dobijaju prenosne fu kcije NF i VF dela filtarske
banke analize (sinteze).
U daljoj analizi precizirani su uslovi koje funkcija niskopropusnog prototipskog filtra treba
da ispuni kao deo rekurzivne kvadraturne banke filtara. Kakoje napred usvojeno da je ova
prenosna funkcija zbir dveallpassfunkcije pokazano je da, kao takva, zadovoljava uslov kom-
plementarnosti po snazi. To dalje implicira da ona mora bitihalfbandfiltar, odnosno da je
na polovini frekvencijskog opsega (π/2) njena vrednost 0.5, što za odgovarajuću funkciju
slabljenja iznosi 3dB. Polovi ovakvog filtra nalaze se na imagin rnoj osi, a nule na jedniničnom
krugu.
Treća glava posvécena je definisanju niskopropusne prototipske funkcije, što je véc is-
taknuto kao polazna tačka projektovanja banke filtara. Izbor ove funkcije je bitanjer utiče
na sveukupne osobine banke filtara s obzirom da se i filtri analize i filtri sinteze generišu na
osnovu njene prenosne funkcije. Od poznatih aproksimacija, samo Butterworthova i Eliptička
prenosna funkcija ispunjavaju potrebne i dovoljne uslove da bi se primenile kao prototipska
funkcija. U ovoj glavi predlaže se nova klasa filtara koja ispunjava ove uslove i koja je naz-
vana Prelazna klasa filtara jer se njene karakteristike slabljenja prostiru izmed-u karakteristika
slabljenja Butterworthtovog i Eliptičkog filtra. Opisan je proces projektovanja Prelaznih filtara
za klase funkcija sa jednom, dve, tri ičetiri konǎcne nule prenosa. Za klasu Prelaznih filtara
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sa jednom konǎcnom nulom prenosa, koeficijenti prenosne funkcije izvedeni su u zatvorenom
obliku što znǎcajno olakšava postupak projektovanja. Za sve klase Prelaznih filtara date su
karakteristike slabljenja uporedno sa Butterwothovim i Eliptičkim karakteristikama slabljenja
kako bi se ustanovile prednosti i mane u odnosu na ova dva filtr. Takod-e su u tabelama date
vrednosti polova i nula za sve klase Prelaznih filtara. Kako bi pored-enje bilo korektno, svi
rezultati su prikazani za minimalnu vrednost slabljenja u nepropusnom opsegu od 40dB. Neki
od ovih tipova Prelaznih filtara obrad-eni su u radovima [70–80].
U četvrtoj glavi predložena je korekcija faznog izobličenja uvod-enjem IIR faznih korek-
tora koji se efikasno dobijaju primenom MATLAB softvera. U prvoj glavi pokazano je da se
amplitudsko izoblǐcenje može u potpunosti potisnuti i da je preostalo fazno izobl čenje kao
posledica nelinearnih faznih karakteristikaallpassfiltara u prenosnoj funkciji distorzije QMF
banke. Kaskadnim povezivanjem faznih korektora sa postojećim allpassfunkcijama može se
dobiti konstantno sveukupno grupno kašnjenje. Razmatranaje korekcija grupnog kašnjenja
kod QMF banke Prelaznog tipa filtara, Butterworthovog i Eliptičkog filtra pričemu je izvršena
i analiza uticaja reda faznog korektora na tačnost rekonstrukcije signala.
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Osnovni teorijski principi sistema za
podopsežno kodovanje
UMnogim praktǐcnim aplikacijama za digitalnu obradu signala javlja se potreba zapromenom frekvencije odmeravanja (sampling rate) signala. Sistem koji koristi
više frekvencija odmeravanja prilikom obrade signala naziva semultirate sistem (sistem sa
višestrukim odmeravanjem). Osnovni spektar signala koji se obrad-uje, razdvaja se na više
frekvencijskih podopsega sa manjom frekvencijom odmeravanj koji se zatim obrad-uju nezav-
isno. Ovakva implementacija obezbed-uje da se aritmetičke operacije izvode na nižoj frekven-
ciji odmeravanja i na taj nǎcin se smanjuje optereć nje pri radu onoliko puta koliki je faktor
konverziječime je dalja obrada signala značajno olakšana i ubrzana. Najčeš́ca upotreba više-
brzinskih sistema prisutna je kod kodiranja audio i video signala.
2.1 Kvadraturna banka filtara
Osnovni gradivni blokovimultiratesistema su banke filtara. Prilikom projektovanja banki fil-
tara važno je postić dobru frekvencijsku selektivnost izmed-u podopsega i takod-e zadovoljava-
juću rekonstrukciju ulaznog signala pričemu je idealno da izlazni signal bude zakasnela replika
ulaznog signala,y[n] = x[n−d] [69, str.141-146].
Banku filtara za podopsežno kodovanječine filtarska banka analize i filtarska banka sin-
teze. Banka analize vrši dekompoziciju ulaznog signala na podo sežne signale koji se neza-
visno obrad-uju, a zatim se obrad-eni signali dovode na banku sinteze koja vrši rekonstrukcij
podopsežnih signala u jedan izlazni signal. Osnovni problemi koji se javljaju prilikom projek-
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tovanja ovih banki je pojavaliasinga ili preklapanja spektra kao posledica decimacije i pojava
neželjenih spektralnih likova (imaging) posle interpolacije. Kako bi se ovi problemi potisnuli
ili potpuno uklonili koriste se odgovarajući filtri čije se prenosne funkcije biraju tako da se
omogúci konverzija frekvencije odmeravanja sa minimalnom distorzij m signala.
Dvokanalna banka filtara za podopsežno kodovanje koja ispunjava uslov komplemen-
tarnosti po snazi je Kvadraturna banka filtara (Quadrature Mirror Filtar bank). Čine je banka
analize gde se ulazni signal razdvaja na dva dela sa filtrima[H0(z),H1(z)] i banka sinteze sa
filtrima [G0(z),G1(z)]. Na strani banke analize, vrši se proces decimacije faktorom dva, tako
da se svaki od signala može kasnje obrad-iv ti pri frekvenciji odmeravanja upola nižom od one
koju poseduje ulazni signal. Pre nego se izvrši sinteza signala na izlazu, uvodi se za svaki kanal
interpolator, odnosno frekvencija odmeravanja se množi sadva, da bi se na kraju kombinacijom
ova dva signala dobio jedan izlazni. Operacija decimacije na strani banke analize uvodi pojavu
preklapanja spektra (aliasinga) koja se može eliminisati na strani banke sinteze. Ovo se potiže
odgovarajúcim izborom prenosnih funkcijaH0(z),H1(z),G0(z),G1(z).
2.1.1 Filtarska banka analize
Filtarska banka analize definiše se kao sistem sa jednim ulazom i dva izlaza kojěcine dva
paralelno vezana filtra,[H0(z),H1(z)], nakon kojih se odvija decimacija faktorom dva, slika
2.1. Ovi filtri imaju ulogu suzbijanjaaliasinga, tj. ogranǐcavaju spektar signala na polovinu
polazne frekvencije odmeravanja.
Rastavljanje ulaznog signalaX(z) vrši se uvod-enjem polifazne dekompozicije. Polifazne
komponente se dobijaju odmeravanjem ulaznog niza poslečega svaka polifazna komponenta
sadrži po jednu nulu izmed-u svaka dva susedna odmerka. Kako su za dalju obradu potrebni
samo nenulti odmerci, nulti odmerci se moraju ukloniti iz polifaznih nizova pomócu decimacije
faktorom dva. Pre decimacije, druga polifazna komponenta pomera se na levo za jedan odmerak
kako bi svi odmerci bili sǎcuvani i kako bi rekonstrukcija bila moguća. Kao rezultat, obe po-
lifazne komponente operišu sa dva puta većom periodom odmeravanja od periode originalnog
signala.
Nakon polifazne dekompozicije signalaX(z) na niskopropusni,H0(z), i visokopropusni
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Sl. 2.1: Dvokanalna filtarska banka analize.
filtar, H1(z), izlazni signali imaju oblik:
X0(z) = X(z) ·H0(z),
X1(z) = X(z) ·H1(z).
(2.1)

















































2.1.2 Filtarska banka sinteze
Filtarska banka sinteze kombinuje dva odvojena signala u jedan, dakle ima dva ulaza i jedan
izlaz, slika 2.2. Filtriranje se vrši nakon operacije interpolacije. Uloga filtarskog para sin-
teze[G0(z),G1(z)] je da oslabi nepoželjne periodične spektre koji se javljaju u novom opsegu
(images).
Ulaznim signalima u banku sinteze se smanjuje perioda odmeravanja tako što se izmed-u
dva susedna odmerka doda jedna nula, odnosno signali na izlazu nterpolatora imaju dva puta
višu frekvenciju odmeravanja od onih koji su dovedeni na ulaz b nke sinteze. Spektar signala
na izlazu interpolatora je dva puta periodično ponovljen spektar originalnog signala i u novom
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opsegu se javlja jedan neželjeni spektralni lik. Prilikom filtriranja, koje sledi posle interpolacije,
odmerci nultih vrednosti se popunjavaju nenultim vrednostima. U frekvencijskom domenu
filtriranje se vidi kao odstranjivanje neželjenih periodičnih spektara na izlazu.
G z( )X z( )





Sl. 2.2: Dvokanalna filtarska banka sinteze.
Izlazni signal iz banke sinteze ima oblik
X̂(z) = G0(z) ·X0(z2)+G1(z) ·X1(z2) (2.5)












2.1.3 Dvokanalna banka filtara za podopsežno kodovanje
Filtarska banka analize zajedno sa filtarskom bankom sinteze formira banku filtara za
podopsežno kodovanje, slika 2.3. Ako su frekvencijski odzivi polifaznih komponenti banke
filtara komplementarni po snazi (Prilog 6.3), ona je tada Kvadraturna banka filtara.
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X z( ) X z( )
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Sl. 2.3: Dvokanalna banka filtara za podopsežno kodovanje.
Filtarska banka analize preko svojih filtaraH0(z) i H1(z) rastavlja ulazni signalX(z) na dva
podopsežna signalaX0(z) i X1(z). Ovi signali se obrad-uju zasebno zavisno od aplikacije, ali
se u ovom slǔcaju uzima da su signali pre i posle obrade identični, kako bi se tǎcno utvrdile
greške koje unosi banka filtara. Tako se signali sa izlaza banke alize vode direktno na banku
sinteze koja filtrimaG0(z) i G1(z), iz podopsežnih signala, rekonstruiše izlazni signalX̂(z).
Osnovni zahtev pri projektovanju banki filtara za podopsežno kodovanje je da banke analize
i sinteze budu takve da izlazni signalX̂(z) bude što je mogúce bliži ili, ako je mogúce, potpuno
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isti kao originalni signalX(z). U isto vreme, važno je ostvariti i dobru selektivnost tako da
snaga šuma u podopsežnim kanalima nije mnogo veća od snage šuma originalnog signala.
Rekonstruisani signal,̂X(z), razlikuje se od ulaznog,X(z), iz tri razloga: preklapanje spek-
tra (aliasing), amplitudsko i fazno izobličenje. U daljem tekstu pokazaće se da je mogúce
projektovati filtar tako da se sve ove distorzije mogu znatnoredukovati ili eliminisati.








































Funkcija F(z) naziva se pojǎcanjealiasinga i predstavlja komponentu koja je posledica
aliasinga usled decimacije i nepoželjnih spektara usled interpolacije. Očigledno je da izborom





[G0(z)H0(−z)+G1(z)H1(−z)] = 0, (2.9)
i u tom slǔcaju dobija se banka filtara bezaliasinga.
Pod pretpostavkom da su uklonjeni efektialiasinga i nepoželjnih spektara usled interpo-
lacije, izlazna funkcija banke filtara je:̂X(z) = T(z)X(z). FunkcijaT(z) predstavlja prenosnu
funkciju banke filtara i naziva se prenosna funkcija distrozije celokupne banke filtara. Ako
ova funkcija nijeallpass, odnosno ako amplituda ove funkcije nije jednaka konstanti, tada je u
odziv banke filtara unešeno amplitudsko izobličenje. Takod-e ako fazna karakteristika funkcije
T(z) nije linearna, postoji fazno izobličenje.
Zaključak je da prenosna funkcija distorzije,T(z), opisuje kvalitet rekonstrukcije i ako je
13
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što u vremenskom domenu znači
x̂(n) = x(n−k). (2.11)
Na osnovu ovoga može se formulisati cilj projektovanja dvokanalne banke filtara za




















Kao dodatni uslov treba uzeti i zahtev za dobrom selektivnošću.
2.1.4 Standardne Kvadraturne banke filtara
sa približno savršenom rekonstrukcijom
Prvo predloženo rešenje koje zadovoljava uslov za eliminaciju liasinga daje filtre koji su kom-
plementarni po snazi zboǧcega su nazvani Kvadraturni filtri. Ako postupak projektovanja za-







Zamenom ověcetiri jednǎcine u uslov (2.9) zakljǔcujemo da važiF(z) = 0, odnosno da su
aliasing komponente potpuno poništene. Rezultat je izvanredan s obzirom da je teorema
odmeravanja narušena u kanalima banki filtara, ali je zadovoljena u celokupnoj banci filtara.
Treba uǒciti da je H(−z) visokopropusni filtar ako jeH(z) niskopropusni. Ovo se može
14
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zaključiti ako sez= ejω zameni sa ej(ω−π), odnosno promena znakaz ekvivalentna je pomer-
anju frekvencijskog odziva zaπ . Amplitudske karakteristike NF i VF filtra su prema tome
H0(ω) = H(ω) i H1(ω) = H(ω − π), respektivno, što znači da su simetrǐcne u odnosu na
frekvencijuπ/2 (mirror-image symmetry) [67, str.835]
Zamenom (2.13) u funkciju distorzije (2.10) dobija se uslovk ji prototip filtar H(z) treba




(H2(z)−H2(−z)) = z−k. (2.14)
Dalja identifikacija uslova koje treba da ispuni funkcijaH(z) = H0(z) dobija se uvod-enjem







































Kvadraturne IIR banke filtara sa potisnutom amplitudskom di storzijom





i ovaj izraz važi za bilo koju rekurzivnu ili nerekurzivnu kvadraturnu banku, takod-e sa linear-
nom ili nelinearnom fazom.
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Kako je idealno da funkcija distorzije ima oblikz−k odnosno da ima jediničnu amplitudu i
linearnu fazu, i kako su ovde predmet razmatranja rekurzivni filtri, uslov za potiskivanje ampli-
tudske distorzije se postiže ako su filtriE0(z2) i E1(z2) allpass. (Uočiti da je kod nerekurzivnih
(FIR) filtara dovoljan uslov za potiskivanje amplitudske distorzije da filtriE0(z2) i E1(z2) budu
















čime je pokazano da je prenosna funkcija distorzije postalaallpassfunkcija, odnosno ampli-
tudska distorzija je potisnuta i preostaje fazna distorzija kao smetnja koja je definisana faznim
karakteristikama llpassfunkcijaA0(z) i A1(z).













Šema kvadraturne banke filtara, kod koje je eliminisanaliasing i amplitudska distorzija,
sada dobija oblik prikazan na Sl. 2.4, a primenom poznatih identiteta može se pokazati da je
ova šema ekvivalentna Sl. 2.5 odnosno Sl. 2.6. Ovde treba istaći prednost banki filtara da se
isti hardver koristi za realizaciju i niskopropusnog (NF) ivisokopropusnog (VF) filtra, što daje































Sl. 2.4: Kvadraturna banka filtara sa eliminisanim aliasingom i amplitudskom distorzijom.
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Sl. 2.6: Šema ekvivalentna šemama na Sl. 2.4 i Sl. 2.5.
2.1.5 Osobine filtara Kvadraturne banke filtara
Potrebno je dalje precizirati uslove koje filtarska funkcijaH0 treba da ispuni kao polazna tačka
u projektovanju rekurzivne Kvadraturne banke filtara.
Može se lako pokazati iz jednačina (2.22), i kada se uzme u obzir da je proizvod dveallpass
funkcijeA(z)A(z−1) = 1, da važi:
H0(z)H0(z
−1)+H0(−z)H0(−z−1) = 1, (2.23)
što u frekvencijskom domenu dobija formu
|H0(ejω)|2+ |H0(ej(ω−π))|2 = 1, (2.24)
odnosno da jefiltarska funkcija H0 komplementarna po kriterijumu snage (Prilog 6.3).
Ovo takod-e znǎci da je funkcijaH0(z)H0(z−1) ili funkcija kvadrata amplitudske karakteristike,
|H0(ejω)|2, halfbandfiltar tj. simetrǐcna u odnosu naπ/2. Za granice propusnog i nepropusnog
opsega važi relacijaωs = π −ωp, odnosnoωp i ωs su podjednako udaljeni odπ/2. Na sredini









što za odgovarajúcu funkciju slabljenja iznosi 3dB ispod maksimalne vrednosti, lika 2.7.
Takod-e, ova funkcija ima jednaka odstupanja u oscilacijama u propusnom i nepropusnom
17
2.1. Kvadraturna banka filtara
opsegu,∆p = ∆s (minimaks karakteristika).
Dalje, s obzirom na (6.11) i (6.13) i da se radi o funkciji sa relnim koeficijentima, sledi
da jefiltarska funkcija H0(z) komplementarna poallpasskriterijumu (Prilog 6.3) što po-
drazumeva da važi:
H0(z)+H0(−z) = A(z). (2.26)
Na slici 2.8 pokazano je da je i funkcija amplitudske karakteris ike, |H(ejω)|, simetrǐcna u
odnosu naπ/2 kao i da su pikovi oscilacija u propusnom i nepropusnom opsegu j dnaki,δp =
δs = δ . Odgovarajúca karakteristika slabljenja=−20log|H0(ejω)| ima oblik dat na slici 2.9.
Kako je halfbandfiltar simetrǐcan po snazi sledi da su i pikovi oscilacija kvadrata ampli-
tudske karakteristike u propusnom i nepropusnom opsegu jednaki, odnosno∆p = ∆s, što je oz-
nǎceno na slici 2.7. Maksimalno slabljenje u propusnom opseguiznosiRp = −10log(1−δp)2
a minimalno slabljenje u nepropusnom opseguRs = −10logδ 2s . Iz uslova∆p = ∆s sledi





10 = 1, (2.27)






Što se tǐce visokopropusnog filtraH1(z), s obzirom da je usvojeno da jeH1(z) = H0(−z)
sledi da je i par[H0(z),H1(z)] komplementaran po snazi (Prilog 6.3)
|H0(ejω)|2+ |H1(ejω)|2 = 1. (2.29)
Na osnovu prethodne diskusije može se zaključiti da su prenosne funkcije[H0(z),H1(z)]
rekurzivne funkcije neparnog reda minimalne faze, začije amplitudske odzive važi [68,
str.259]:
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Sl. 2.9: Grafik funkcije karakteristike slabljenja halfband rekurzivnog eliptičkog filtra petog reda.
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1−δ < |H0(ejω)| < 1 i |H1(ejω)| 6 δ za ω ∈ [0,ωp]
1−δ < |H1(ejω)| < 1 i |H0(ejω)| 6 δ za ω ∈ [ωs,π]




za ω = ωc (2.30)
δ = 10−Rs/20
gde suωp i ωs ivice propusnog i nepropusnog opsega respektivno,ωc granǐcna frekvencija a
Rs minimalno slabljenje u nepropusnom opsegu.
Implementaciona struktura ovog para[H0(z),H1(z)] zasnovana je na paralelnoj vezi dva
allpassfiltra, kao što je dato jednačinama (2.22), a projektovanje ovih filtara detaljno je obra-
zloženo u narednoj sekciji.
Projektovanje allpass filtara u rekurzivnoj Kvadraturnoj banci filtara
Filtarski par[H0(z),H1(z)] je dvostruko komplementaran, i po kriterijumuallpassfunkcije i
po kriterijumu snage. Iz druge osobine sledi da se ove dve prenosne funkcije mogu prikazati
kao suma i razlika dva llpassfiltra a0(z) i a1(z) odnosno kaoH0(z) = (a1(z) + a2(z))/2 i
H1(z) = (a1(z)−a2(z))/2 (Prilog 6.2). Ako su pri tome[H0(z),H1(z)] halfbandfiltri mininalne
faze, tada su nule njihovih prenosnih funkcija smeštene na jdinǐcnom krugu a polovi njihovih
prenosnih funkcija na imaginarnoj osi uz-ravni pa sledi da se ove jednačine mogu izraziti u
formi datoj jednǎcinama (2.22). Pri tome se praktično usvaja da suallpassfiltri a0(z) = A0(z2)
i a1(z) = z−1A1(z2) pa se može primeniti poznata tehnika dekompozicije rekurzivnih filtara na
allpassfiltre (Prilog 6.2).
Ako je red filtra H0(z) jednakN, obzirom da se radi o filtru neparnog reda, jedan pol
je u koordinatnom pǒcetku a ostali polovi na imaginarnoj osi su konjugovano kompleksni.
Ako poluprěcnike konjugovano kompleksnih polova označimo sar i tako da 0< r1 < r2 <
.. . r(N−1)/2 < 1 kao što je prikazano na slici 2.10, tada polovi sa neparnim koeficijentima pri-
padaju filtruA0(z2) a pol u koordinatnom pǒcetku r0 = 0 i polovi sa parnim koeficijentima
pripadaju filtruA1(z2).
20
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polovi A0(z )
2












Sl. 2.10: Postupak dekompozicije halfband filtra na dva allpass subfiltra.























gde se konstanteαk računaju kao kvadrati modula njihovih polova,αk = (rk)2, αk < αk+1,
k = 1,2, ...,(N−1)/2.
Amplitudska karakteristika VF filtraH1(z) je simetrǐcna istoj karakteristici NF filtraH0(z)






Od poznatih funkcija, rekurzivnehalfbandfiltre daju jedino Butterworthov i Eliptǐcki filtar,
dok Čebiševljevi filtri prve i druge vrste ne mogu formirati simetrični amplitudski odziv iz
razloga što nemaju oscilacije istovremeno i u propusnom i u nepropusnom opsegu. U ovoj
tezi predložena je nova klasa funkcija koja ostvaruje sve uslove za projektovanjehalfbandfiltra




Nova banka filtara pogodna za
podopsežno kodovanje
ULoga filtara koji ulaze u sastav kvadraturne banke filtara je daliminišu uticaj decimacijei interpolacije. Ogranǐcenja kojima podležu ovi filtri, kako bi ostvarili ovu ulogu,data
su u prethodnom poglavlju. Kako su svi filtri u filtar banci direktno povezani sa prototipskom
niskopropusnom funkcijom takóce sve osobine filtar banke zavisiti od ove prototipske funkcije
i njen izbor predstavlja pǒcetnu tǎcku u projektovanju banke filtara.
Od poznatih filtara, zadate uslove koje prototipska funkcija mora da ispuni, zadovoljavaju
samo Butterworthov i Eliptǐcki filtar s obzirom da samo oni imaju jednak broj ekstremuma u
propusnom i nepropusnom opsegu, dok Chebyshevljevi filtri prvog tipa imaju oscilacije samo
u propusnom opsegu, a inverzni Chebyshevljevi filtri samo u nepropusnom opsegu,čime je
onemogúcena simetrija koju zahtevahalfbandfiltar.
U ovom poglavlju predložena je nova aproksimacija prototipske filtarske funkcije pogodne
za komplementarnu dekompoziciju a samim tim i primenu u Kvadraturnim bankama filtara.
Karakteristika slabljenja ovih filtara prostire se izmed-u karakteristika slabljenja Butterworth-
tovog i Eliptičkog filtra pa se iz tog razloga ona označava kao Prelazna klasa filtara. Opisana je
tehnika projektovanja nove klase i na osnovu rezultata analizirane su njene prednosti i mane u
odnosu na poznate filtre. Takod-e, na svim graficima su date uporedne karakteristike svih triju
klasa filtara kako bi se omogućilo njihovo pored-enje.
U primerima koji su dati za klase Prelaznih filtara, karakteris ike slabljenja niskopropusnih
filtara nacrtane su u dve razmere iz razloga što su amplitude maksi uma u propusnom opsegu
veće oko 104 puta od amplituda minimuma u nepropusnom opsegu. Tako je radi p eglednosti,
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karakteristika slabljenja na levoj polovini grafika uvećana u odnosu na istu karakteristiku koja
se nalazi na desnoj polovini.
Sve karakteristike slabljenja su date za minimalno slabljenje u nepropusnom opsegu od
Rs = 40dB, da bi pored-enje medju klasama Prelaznih filtara bilo adekvantno. Kako je cil
izvršiti komplementarnu dekompoziciju, vrednost maksimuma slabljenja u propusnom opsegu
računa se iz (2.28). Med-utim, Prelazni filtar se može projektovati i za proizvoljnu vrednostRp,
nezavisno odRs, ali u tom slǔcaju komplementarna dekompozicija nije moguća.
Za svaku klasu filtara date su tabele sa položajem polova i nul. Obzirom da se prezentovani
rezultati odnose nahalfbandfiltre kod kojih se svi polovi nalaze na imaginarnoj osi, u svim
tabelama su izostavljeni polovi u koordinatnom početku, odnosnop0 = 0.0000i, kako ne bi bilo
nepotrebnog ponavljanja. U delu, gde su navedeni uglovi koje nule prenosne funkcije zaklapaju
sa pozitivnim smerom realne ose, izostavljeni su uglovi nula koje se nalaze na realnoj osi tj.
koje zaklapaju ugao 180◦.
3.1 Aproksimacija
Opšti oblik karakteristǐcne funkcije, koja definiše novu klasu kako analognih tako i reku zivnih








gde jex frekvencijska promenljva,N je red filtra (N = M + 2L), x0i (i = 1,2, . . . ,L) su nule
karakteristǐcne funkcije (x0i < 1) dok su 1/x0i > 1 polovi karakteristǐcne funkcije. Na frekven-
ciji (x = 1), koja je u isto vreme ix3dB granǐcna frekvencija filtra, važiψ(1) = 1. Za vrednosti
L = 0 i M > 1 predložena karakteristična funkcija daje Butterworthov polinom dok zaL > 1 i
M = 0 ili M = 1, rezultat je Eliptǐcka funkcija parnog i neparnog reda, respektivno.
Nova klasa filtara pogodnih za komplementarnu dekompoziciju dobija se za vrednostiL≥ 1
i M > 1 i na daljeće se nazivati Prelazni Butter-Eliptički filtri ili samo Prelazni filtri. Kvadrat





Ako je x analogna ugaona frekvencijax= Ω, jednǎcina (3.2) predstavlja amplitudsku karakter-
23
3.1. Aproksimacija
istiku analogne niskopropusne prenosne funkcije. Kako bi se ova funkcija primenila i za sin-
tezu rekurzivnih digitalnih filtara, koriste se trigonometrijske transformacije za frekvencijsku














gde jeω digitalna ugaona frekvencija aωc granǐcna ugaona frekvencija propusnog opsega
filtra. Jednǎcina (3.3) [81] vodi ka prenosnoj funkciji sa višestrukom nulom u koordinatnom
početku, koja nije pogodna za komplementarnu dekompoziciju.Jednǎcine (3.4) i (3.5) vode ka
prenosnoj funkciji NF filtra sa višestrukom nulom uz=−1 (ω = π). Med-utim, jednǎcina (3.5)
daje prenosnu funkciju koja ima lošije karakteristike u odnsu na jednǎcinu (3.4), [82,83].
Kao što je u prethodnom poglavlju već pokazano, dvokanalna banka filtara sastoji se od
banke analize i banke sinteze kao i jedninice za obradu signala izmed-u ove dve banke. Za
rekonstrukciju bezaliasinga, banka filtara treba da zadovolji sledeće uslove uzdomenu:
H0(−z)G0(z)+H1(−z)G1(z) = 0,
gde suH0(z), H1(z) filtri analize iG0(z), G1(z) filtri sinteze, koji se biraju tako da važi:G0(z) =
H1(−z) i G1(z) = −H0(−z) kako bi se u potpunosti izbegle greške prialiasingu.
U cilju dobijanja komplementarnog para,[H0(z),H1(z)], potrebni i dovoljni uslovi koje
treba ispuniti su:




gde jeH0(z) filtar propusnik niskih frekvencija, aH1(z) = H0(−z) njegov komplementarni
filtar, propusnik visokih frekvencija,
(b) Polovi filtara smešteni su na imaginarnoj osi,
(c) Nule filtara nalaze se na jediničnom krugu uz ravni.
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Na osnovu prethodno navedenih uslova, frekvencijska promenljiva data jednǎcinom (3.4) je
jedina prihvatljiva. Tako se, za projektovanje nove klasehalfbandfiltara, usvaja oblik frekven-










pri čemu jez= ejω i tan(ωc/2) = 1, obzirom da je zahalfbandfiltar ωc = π/2.
Kako bi se ostvarila komplementarna dekompozicija, prenosne funkcijeH0(z) i H1(z) ras-












Neophodno je odrediti prenosnu funkciju na osnovu poznate funkcije kvadrata amplitudske
karakteristike na jedniničnom krugu, (3.2). Poznati parametri ove funkcije su: stepen zarav-
njenja u koordinatnom pǒcetku,M, broj konǎcnih nula prenosa, stepen višestrukosti konačne
nule prenosne funkcije,L, i minimalno slabljenje u nepropusnom opsegu,Rs. Cilj je odrediti












pri čemu koeficijenti visokopropusne prenosne funkcije,H1(z), imaju iste vrednosti sem što u
brojiocu neparni koeficijenti imaju suprotan znak. Koeficijentiallpassfiltara neparnog reda su
realni dok su kod parnog reda kompleksni i ovaj slučaj se u ovom radu neć razmatrati.
3.2 Klasa prelaznih filtara sa jednom konǎcnom nulom
prenosa
Ako su nule karakteristične funkcijeψN(x) predložene jednǎcinom (3.1), jednake tj.x01 =
x02 = x03 = . . . = x0L = x0, onda je to karakteristična funkcija sa višestrukom nulom koja ima
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gde je red filtraN = M +2L, pri čemu jeM neparan broj jer se analiziraju samo filtri neparnog
reda. Ovaj oblik daje prenosnu funkciju koja ima jednu konačnu nulu prenosa, odnosno po







Sl. 3.1: Grafik karakteristične funkcije za L≥




a x=10 Ylog(1+ ( ))
2
Sl. 3.2: Grafik karakteristike slabljenja za L≥ 1,
M > 1 i x01 = . . . = x0L = x0.
Podešavanje vrednosti minimalnog slabljenja u nepropusnom opsegu
Za odred-eni red filtra, odnosno za zadate parametreM i L, treba odrediti vrednostx0 < 1 tako da
karakteristǐcna funkcija daje karakteristiku slabljenja,a = 10log(1+ψ2(x)), koja u nepropus-
nom opsegu ima minimalnu vrednost jednaku zadatoj vrednosti Rs. Pri tome, sa povécavanjem
vrednostix0, vrednost minimuma karakteristike slabljenja se smanjuje.
Za slǔcaj karakteristǐcne funkcije sa jednom konačnom nulom prenosa ovaj problem se
može jednostavno rešiti programskom petljom tako što se zada proizvoljna vrednostx0 < 1,
prorǎcuna minimum funkcije slabljenja= 10log(1+ψ2(x)) u nepropusnom opsegu i ispituje
da li je dobijena vrednost manja ili veća u odnosu na zadatu vrednostRs, a zatim se na osnovu
toga povécava ili smanjuje vrednostx0, Sl.3.2. Za izrǎcunavanje ekstremnih vrednosti funkcije
slabljenja koristi se jednačina
M(1−x20x2)(x20−x2)+2Lx2(x40−1) = 0, (3.11)
dobijena izjednǎcavanjem prvog izvoda funkcije slabljenja sa nulom.
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Takod-e, ovaj problem se može svesti na rešavanje sistema dve nelinearne jednǎcine
Newton-Raphsonovim metodom gde je nepoznati vektorx = [x0,xm]T. Za pǒcetne vrednosti
ovog vektora,x0 = [x0,xm]T, važi 1< xm < 1/x0 < ∞. Sistem nelinearnih jednačina predstav-


















i rešava se iterativnom procedurom gde su relacije izmed-u trenutnih vrednostix, x(i), i novih




































gde jeJ Jakobijanova matrica aλ ∈ (0,1] parametar koji obezbed-uje konvergenciju rešenja.
Na pǒcetku iterativne procedure vrednostλ postavlja se na vrednostλ = 0.1. Kada je ispunjen
uslov max{ f (i)j } ≤ ε, gde jeε vrlo mali broj (na primer 10−4), usvaja seλ = 1.
Kao rezultat ove numeričke procedure, dobijena je funkcija slabljenjaa = −20log|H0(x)|
čija je minimalna vrednost u nepropusnom opsegu jednaka zadtoj vrednostiRs, i na osnovu











Sl. 3.3: Grafik karakteristike slabljenja za L≥ 1 i M > 1 nakon
proračuna konačne vrednosti x0.
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3.2. Klasa prelaznih filtara sa jednom konač om nulom prenosa
Odred-ivanje koeficijenata digitalne prenosne funkcije
i formiranje komplementarne visokopropusne funkcije
Zamenom frekvencijske promenljive (3.6) u (3.10), pričemu jez= ejω , karakteristǐcna funkcija







Ako se polinomi u brojiocu i imeniocu preurede kao:
x20(z−1)2+(z+1)2 = (1+x20)[z2+zα +1]
x20(z+1)













P(z) = (z+1)M(z2+zα +1)L. (3.17)
Kvadrat amplitudske karakteristike uz ravni dat jednǎcinom (3.2), jednak je:
|H(ejω)|2 = H(z)H(z−1)|z=ejω , (3.18)







(z+1)2M(z2+zα +1)2L +(−1)M(z−1)2M(z2−zα +1)2L . (3.20)
Kako bi se odredila prenosna funkcijaH(z) treba odrediti nule i polove funkcije (3.20) uz
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3.2. Klasa prelaznih filtara sa jednom konač om nulom prenosa
ravni i usvojiti polove koji se nalaze unutar jedinič og kruga. Nule ove funkcije suz=−1 reda
2M i z1,2 = (x20−1± j2x0)/(x20+1) reda 2L i kako su sve dvostruke, treba samo odbaciti svaku
drugu nulu, odnosno dobiće se nule uz= −1 redaM i z1,2 = (x20−1± j2x0)/(x20+1) redaL.
Problem izrǎcunavanja polova može se pojednostaviti pošto se koeficijenti polinoma u bro-







N(z) = Q(z)+(−1)MQ(−z) (3.22)

























Primenom naredberoots na ovako izgenerisane koeficijente u programskom paketu MAT-
LAB dobijaju se polovi funkcije (3.20). Zatim se izdavaju polovi unutar jedinǐcnog kruga i
dobija prenosna funkcija u digitalnom domenuH0(z). Kako moduo dobijene prenosne funkcije






Grafik funkcije slabljenja u digitalnom domenua = −20log|H0(ejω)| data je na Sl. 3.4.
Primenom postupka komplementarne dekompozicije, koji je detaljno opisan u prethodnoj
glavi, izdvajaju se polovi prenosne funkcijeH0(z), formiraju dvaallpassfiltra i primenom
jednǎcina (3.7-3.8) dobijaju niskopropusna i visokopropusna prenosna funkcija kojěcine kom-
plementarni par, Sl. 3.5.
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a = -20 log|H(e )|









a = -20 log|H(e )|
Sl. 3.5: Grafik NF-VF komplementarnog para za L≥ 1 i M > 1
u digitalnom domenu.
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3.2. Klasa prelaznih filtara sa jednom konač om nulom prenosa
3.2.1 Primeri klase Prelaznih filtara sa jednom konǎcnom nulom prenosa
U ovom delu prikazani su rezultati klase filtara sa jednom konačnom nulom prenosa (sa po
jednim ekstremumom u propusnom i nepropusnom opsegu) za peti, sedmi, deveti i jedanaesti
red i to za stepene visestrukostiL = 1, . . . ,4. Za sve klase Prelaznih filtara koje se analiziraju
prikazani su položaji polova i nula uz ravni na slikama 3.6-3.15, a u Tabeli 3.1 su date bro-
jne vrednosti imaginarnih vrednosti polova i uglova koje nule prenosne funkcije zaklapaju sa
pozitivnim smerom realne ose.


























Sl. 3.6: Raspored nula i polova u z ravni


























Nule i polovi u z-ravni, VII red
Sl. 3.7: Raspored nula i polova u z ravni



























Nule i polovi u z-ravni, IX red
p4
Sl. 3.8: Raspored nula i polova u z ravni






























Sl. 3.9: Raspored nula i polova u z ravni
za klasu L= 1 i M = 9.
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Sl. 3.10: Raspored nula i polova u z ravni





























Sl. 3.11: Raspored nula i polova u z ravni































Sl. 3.12: Raspored nula i polova u z ravni































Sl. 3.13: Raspored nula i polova u z ravni
za klasu L= 3 i M = 3.
Na slikama 3.16-3.19 je prikazana promena karakteristike slabljenja kada se za istu vrednost
L, menja stepen zaravnjenja u koordinatnom početku,M, za vrednosti od 3 do 9.
Za slǔcaj kada je stepen višestrukosti konjugovano-kompleksne nule prenosne funkcije jed-
nak L = 1, prikazane su uporedne karakteristike slabljenja petog (M = 3), sedmog (M = 5),
devetog (M = 7) i jedanaestog reda (M = 9), Sl. 3.16. Za stepen višestrukostiL = 2 date su
uporedne karakteristike slabljenja za sedmi (M = 3), deveti (M = 5), jedanaesti (M = 7) i tri-
naesti red (M = 9), Sl.3.17. ZaL = 3 date su iste karakteristike za deveti (M = 3), jedanaesti
(M = 5), trinaesti (M = 7) i petnaesti (M = 9) red, Sl.3.18, i zaL = 4 date su karakteristike
za jedanaesti (M = 3), trinaesti (M = 5), petnaesti (M = 7) i sedamnaesti (M = 9) red filtra,
32






























Sl. 3.14: Raspored nula i polova u z ravni































Sl. 3.15: Raspored nula i polova u z ravni
za klasu L= 4 i M = 3.
Sl.3.19. Redovi véci od jedanaestog se neć na dalje razmatrati jer su nepogodni za realizaciju
a vidi se iz prikazanih slika da su strmine karakteristika slabljenja u prelaznoj oblasti za već
redove približno jednake.
Na slikama 3.20-3.22 prikazane su karakteristike slabljenja istog reda dobijenog za različite
stepene višestrukosti nule prenosne funkcije,L.
Pored-enje karakteristika slabljenja sedmog reda, Prelazne klasfiltara sa jednom konačnom
nulom prenosa, za slučaj stepena višestrukosti nule prenosne funkcijeL = 1 (M = 5) i L = 2
(M = 3) prikazano je na Sl. 3.20. Pored- nje devetog reda Prelazne klase za slučajeveL = 1
(M = 7) zatimL = 2 (M = 5) i L = 3 (M = 3) dato je na Sl. 3.21 a pored- nje jedanaestog
reda za slǔcajeveL = 1 (M = 9), L = 2 (M = 7), L = 3 (M = 5) i L = 4 (M = 3) može se
videti na Sl. 3.22. Na osnovu ovih rezultata može se zaključiti da se za isti red filtra prelazni
frekvencijski opseg smanjuje sa povećanjem višestukostiL, odnosno da povećanjeL pozitivno
utiče na selektivnost filtra.
Odgovarajúci koeficijenti prenosnih funkcija Prelazne klase filtara zapeti, sedmi, deveti i
jedanaesti red filtra, za sve slučajeve višestrukostiL, dati su u tabeli 3.2. Koeficijenti brojioca
su obeleženi sab a imenioca sa.
33
3.2. Klasa prelaznih filtara sa jednom konač om nulom prenosa
Tab. 3.1: Položaji polova i nula koji odgovaraju slikama 3.6-3.15.
red Vred VIIred IXred XIred
L = 1 L = 1 L = 1 L = 1
M = 3 M = 5 M = 7 M = 9
±p1 ±0.3896i ±0.2777i ±0.2104i ±0.1678i
±p2 ±0.7859i ±0.5697i ±0.4328i ±0.3431i
±p3 ±0.8570i ±0.6692i ±0.5322i
±p4 ±0.8935i ±0.7317i
±p5 ±0.9154i
±γ ±122.2890◦ ±111.4247◦ ±105.8252◦ ±102.4920◦
L = 2 L = 2 L = 2
M = 3 M = 5 M = 7
±p1 ±0.3581i ±0.2688i ±0.2069i
±p2 ±0.6700i ±0.5414i ±0.4234i
±p3 ±0.8975i ±0.7732i ±0.6452i
±p4 ±0.9321i ±0.8288i
±p5 ±0.9497i
±γ ±109.6510◦ ±102.9344◦ ±99.5282◦
L = 3 L = 3
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−3 Karakteristike slabljenja za  L=1 i  M=3, 5, 7, 9














































Sl. 3.16: Karakteristike slabljenja za klasu Prelaznih filtara L= 1 i M > 1.







−3 Karakteristike slabljenja za  L=2 i  M=3, 5, 7, 9














































Sl. 3.17: Karakteristike slabljenja za klasu Prelaznih filtara L= 2 i M > 1.
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−3 Karakteristike slabljenja za  L=3 i  M=3, 5, 7, 9














































Sl. 3.18: Karakteristike slabljenja za klasu Prelaznih filtara L= 3 i M > 1.





−3 Karakteristike slabljenja za  L=4 i  M=3, 5, 7, 9














































Sl. 3.19: Karakteristike slabljenja za klasu Prelaznih filtara L= 4 i M > 1.
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3.2. Klasa prelaznih filtara sa jednom konač om nulom prenosa







−3 Karakteristike slabljenja, VII red












































Sl. 3.20: Karakteristike slabljenja sedmog reda klase Prelaznih filtara sa jednom konačnom nulom
prenosa za različite vrednosti stepena višestrukosti nule prenosne funkcije, L.













−3 Karakteristike slabljenja, IX red













































Sl. 3.21: Karakteristike slabljenja devetog reda klase Prelaznih filtara sa jednom konačnom nulom
prenosa za različite vrednosti stepena višestrukosti nule prenosne funkcije, L.
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−3 Karakteristike slabljenja, XI red














































Sl. 3.22: Karakteristike slabljenja jedanaestog reda klase Prelaznih filtara sa jednom konačnom
nulom prenosa za različite vrednosti stepena višestrukosti nule prenosne funkcije, L.
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3.2. Klasa prelaznih filtara sa jednom konač om nulom prenosa
Tab. 3.2: Koeficijenti prenosnih funkcija čije su karakteristike slabljenja date
na slikama 3.20-3.22.
Vred VIIred IXred XIred
L = 1,M = 3 L = 1,M = 5 L = 1,M = 7 L = 1,M = 9
b a b a b a b a
0.0759 1.0000 0.0283 1.0000 0.0099 1.0000 0.0033 1.0000
0.3088 0.0000 0.1623 0.0000 0.0748 0.0000 0.0315 0.0000
0.5469 0.7694 0.4150 1.1362 0.2558 1.4778 0.1366 1.8025
0.5469 0.0000 0.6317 0.0000 0.5296 0.0000 0.3628 0.0000
0.3088 0.0938 0.6317 0.3201 0.7440 0.6544 0.6627 1.0826
0.0759 0.0000 0.4150 0.0000 0.7440 0.0000 0.8838 0.0000
0.1623 0.0184 0.5296 0.0931 0.8838 0.2548
0.0283 0.0000 0.2558 0.0000 0.6627 0.0000
0.0748 0.0030 0.3628 0.0213
0.0099 0.0000 0.1366 0.0000
0.0315 0.0004
0.0033 0.0000
L = 2,M = 3 L = 2,M = 5 L = 2,M = 7
b a b a b a
0.0517 1.0000 0.0216 1.0000 0.0080 1.0000
0.2244 0.0000 0.1273 0.0000 0.0616 0.0000
0.4900 1.3826 0.3601 1.8319 0.2229 2.2270
0.7096 0.0000 0.6662 0.0000 0.5168 0.0000
0.7096 0.5224 0.8948 1.0763 0.8685 1.7336
0.4900 0.0000 0.8948 0.0000 1.1159 0.0000
0.2244 0.0464 0.6662 0.2208 1.1159 0.5576
0.0517 0.0000 0.3601 0.0000 0.8685 0.0000
0.1273 0.0110 0.5168 0.0671




3.2. Klasa prelaznih filtara sa jednom konač om nulom prenosa
Nastavak tabele 3.2
Vred VIIred IXred XIred
L = 3,M = 3 L = 3,M = 5
7.7777 7.7777 7.7777 7.7777 b a b a
0.0413 1.0000 0.0185 1.0000
0.1829 0.0000 0.1103 0.0000
0.4532 2.1015 0.3344 2.6233
0.7975 0.0000 0.7024 0.0000
1.0354 1.4891 1.1193 2.5071
1.0354 0.0000 1.3980 0.0000
0.7975 0.3999 1.3980 1.0490
0.4532 0.0000 1.1193 0.0000
0.1829 0.0302 0.7024 0.1781
0.0413 0.0000 0.3344 0.0000
0.1103 0.0082
0.0185 0.0000















3.2. Klasa prelaznih filtara sa jednom konač om nulom prenosa
3.2.2 Pored-enje klase Prelaznih filtara sa Eliptǐckim
i Butterworthovim filtrom
Već je pomenuto da se karakteristike slabljenja klase Prelaznih filtara nalaze izmed-u karak-
teristika slabljenja Eliptǐckog i Butterworthovog filtra, pa su ovde prikazane njihove uporedne
karakteristike. Da bi pored-enje imalo smisla najpre su Eliptički filtar i Butterworthov projek-
tovani tako da budu istog reda kao i Prelazni filtri, i za iste vr dnostiRs i Rp kao i Prelazni filtri
sa kojima se vrši pored-enje (Rs = 40dB). Takod-e, da bi se dobili i komplementarni visokopro-
pusni filtri, Eliptički i Butterworthov filtar su projektovani da buduhalfbandodnosno da im se
polovi nalaze na imaginarnoj osi, tj. da im granič a frekvencija bude tačno na polovini frekven-
cijskog opsega,ωc = π/2 (ili, ako frekvencijska osa nije normalizovana,ωc = Fs/4, gde jeFs
frekvencija odmeravanja). Projektovanje se najpre izvršiza zadate vrednostiRs i Rp tako da
se dobije isti red kao kod Prelaznog filtra a zatim se vrednostpropusnog opsega povećava tako
da vrednost karakteristike slabljenja na polovini frekvencijskog opsega iznosi 3dB a da se pri
tome red filtra ne povéca.
Na slikama 3.23-3.26 su prikazani položaji polova i nula Eliptičkih halfbandfiltara petog,
sedmog, devetog i jedanaestog reda, a u Tabeli 3.3 su date odgovarajúce vrednosti imaginarnih
delova polova i uglova koje nule zaklapaju sa pozitivnim smerom realne ose.
Na slikama 3.27-3.30 su prikazani položaji polova i nula Butterworthovihhalfbandfiltara
petog, sedmog, devetog i jedanaestog reda, a u Tabeli 3.4 su date o govarajúce vrednosti imag-
inarnih delova polova i uglova koje nule zaklapaju sa pozitivn m smerom realne ose.
Tab. 3.3: Položaji polova i nula Eliptičkog filtra koji odgovaraju slikama 3.23-3.26.
red Vred VIIred IXred XIred
±p1 ±0.4594i ±0.4385i ±0.4353i ±0.4348i
±p2 ±0.8280i ±0.7456i ±0.7335i ±0.7316i
±p3 ±0.9285i ±0.8914i ±0.8858i
±p4 ±0.9712i ±0.9558i
±p5 ±0.9886i
±γ1 ±114.4150◦ ±99.7467◦ ±93.8481◦ ±91.5166◦
±γ2 ±135.3194◦ ±108.7083◦ ±97.4271◦ ±92.9298◦
±γ3 ±133.3707◦ ±107.8128◦ ±97.0664◦
±γ4 ±133.0653◦ ±107.6736◦
±γ5 ±133.0178◦
Na slikama 3.31-3.34 prikazane su uporednehalfbandkarakteristike slabljenja Prelaznih,
Eliptičkih i Butterworthovih filtara istog reda (i to za peti, sedmi, deveti i jedanaesti red). Sve
41






















Nule i polovi u z-ravni, Elliptic, V red
p1
p2
Sl. 3.23: Raspored nula i polova u z ravni


























Sl. 3.24: Raspored nula i polova u z ravni



























Sl. 3.25: Raspored nula i polova u z ravni




























Sl. 3.26: Raspored nula i polova u z ravni
Eliptičkog filtra XI reda.
Tab. 3.4: Položaji polova i nula Butterworthovog filtra koji odgovaraju slikama 3.27-3.30.
red Vred VIIred IXred XIred
±p1 ±0.3249i ±0.2282i ±0.1763i ±0.1438i
±p2 ±0.7265i ±0.4816i ±0.3640i ±0.2936i
±p3 ±0.7975i ±0.5774i ±0.4567i
±p4 ±0.8391i ±0.6427i
±p5 ±0.8665i
karakteristike slabljenja Prelaznih filtara nalaze se izmed-u karakteristika Eliptǐckog i Butter-
worthovog filtra.
Odgovarajúci koeficijenti prenosnih funkcija za Eliptički halfbandfiltar petog, sedmog,
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Nule i polovi u z-ravni, Butterworth, V red
p1
p2
Sl. 3.27: Raspored nula i polova u z ravni


























Sl. 3.28: Raspored nula i polova u z ravni



























Sl. 3.29: Raspored nula i polova u z ravni




























Sl. 3.30: Raspored nula i polova u z ravni
Butterworthovog filtra XI reda.
devetog i jedanaestog reda dati su u Tabeli 3.5 a odgovarajući koeficijenti prenosnih funkcija
za Butterworthovhalfbandfiltar petog, sedmog, devetog i jedanaestog reda dati su u Tabeli 3.6.
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Tab. 3.5: Koeficijenti prenosnih funkcija Eliptičkih halfband filtara koji odgovaraju slikama
3.31-3.34.
Vred VIIred IXred XIred
b a b a b a b a
0.1055 1.0000 0.0829 1.0000 0.0753 1.0000 0.0725 1.0000
0.3428 0.0000 0.2779 0.0000 0.2537 0.0000 0.2445 0.0000
0.5723 0.8966 0.5733 1.6103 0.6035 2.4653 0.6549 3.3996
0.5723 0.0000 0.7931 0.0000 0.9903 0.0000 1.2012 0.0000
0.3428 0.1447 0.7931 0.7519 1.2670 2.1156 1.8075 4.4149
0.1055 0.0000 0.5733 0.0000 1.2670 0.0000 2.1819 0.0000
0.2779 0.0921 0.9903 0.7224 2.1819 2.6920
0.0829 0.0000 0.6035 0.0000 1.8075 0.0000
0.2537 0.0764 1.2012 0.7477
0.0753 0.0000 0.6549 0.0000
0.2445 0.0709
0.0725 0.0000
Tab. 3.6: Koeficijenti prenosnih funkcija Butterworthovih halfbandfiltara koji odgovaraju
slikama 3.31-3.34.
Vred VIIred IXred XIred
b a b a b a b a
0.0528 1.0000 0.0166 1.0000 0.0052 1.0000 0.0016 1.0000
0.2639 0.0000 0.1160 0.0000 0.0466 0.0000 0.0178 0.0000
0.5279 0.6334 0.3479 0.9200 0.1865 1.2010 0.0890 1.4793
0.5279 0.0000 0.5798 0.0000 0.4353 0.0000 0.2671 0.0000
0.2639 0.0557 0.5798 0.1927 0.6529 0.4085 0.5341 0.7013
0.0528 0.0000 0.3479 0.0000 0.6529 0.0000 0.7478 0.0000
0.1160 0.0077 0.4353 0.0427 0.7478 0.1262
0.0166 0.0000 0.1865 0.0000 0.5341 0.0000
0.0466 0.0010 0.2671 0.0079
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−3 Karakteristike slabljenja, V red














































Sl. 3.31: Karakteristike slabljenja Prelaznog, Eliptičkog i Butterwothovog filtra petog reda.





−3 Karakteristike slabljenja, VII red















































Sl. 3.32: Karakteristike slabljenja Prelaznog, Eliptičkog i Butterwothovog filtra sedmog reda.
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−3 Karakteristike slabljenja, IX red
















































Sl. 3.33: Karakteristike slabljenja Prelaznog, Eliptičkog i Butterwothovog filtra devetog reda.





−3 Karakteristike slabljenja, XI red

















































Sl. 3.34: Karakteristike slabljenja Prelaznog, Eliptičkog i Butterwothovog filtra jedanaestog reda.
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3.2. Klasa prelaznih filtara sa jednom konač om nulom prenosa
3.2.3 Komplementarna dekompozicija Prelaznih filtara
sa jednom konǎcnom nulom prenosa
Prenosne funkcije Prelaznih, Eliptičkih i Butterworthovih filtara rastavljaju se naallpassfiltre
tako što jedna grupa polova formira prvuallpassprenosnu funkcijuA0(z), a preostali polovi -
druguallpassfunkciju z−1A1(z).
Niskopropusni/visokopropusni filtar se dobija sabiranjem/oduzimanjem ovihallpassfiltara,
(2.22).
Na slikama 3.35-3.38 prikazani su komplementarni NF/VF parovi Prelaznog, Eliptǐckog
i Butterworthovog filtra petog, sedmog, devetog i jedanaestog reda. U Tabeli 3.7 date su
prenosne funkcijeallpassfiltara dobijenih komplementarnom dekompozicijom Prelaznih filtara
petog, sedmog, devetog i jedanaestog reda, za sve slučajeve višestrukostiL napred analizirane.
Tab. 3.7: Allpass filtri dobijeni komplementarnom dekompozicijom prenosnih funkcija Prelaznih
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Karakteristike slabljenja komplementarnih parova, V red






Sl. 3.35: Komplementarni NF/VF parovi Prelaznog, Eliptičkog i Butterworthovog filtra petog reda.












Karakteristike slabljenja komplementarnih parova, VII red







Sl. 3.36: Komplementarni NF/VF parovi Prelaznog, Eliptičkog i Butterworthovog filtra sedmog
reda.
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Karakteristike slabljenja komplementarnih parova, IX red








Sl. 3.37: Komplementarni NF/VF parovi Prelaznog, Eliptičkog i Butterworthovog filtra devetog
reda.












Karakteristike slabljenja komplementarnih parova, XI red









Sl. 3.38: Komplementarni NF/VF parovi Prelaznog, Eliptičkog i Butterworthovog filtra
jedanaestog reda.
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3.2.4 Projektovanje Prelaznog filtra sedmog reda
za slǔcaj L = 1 i M = 5







Za zadatu vrednost maksimalnog slabljenjaRs = 40dB, nula ove funkcije iznosix0 = 0.6818.
Kvadrat amplitudske funkcije u digitalnom domenu dobija sezamenom frekvencijske
promenljive (3.6) u (3.25) a zatim zamenom tog izraza u (3.2). Nule prenosne funkcije u digi-
talnom domenu suz0 =−1 (petog reda) iz1,2 = (x20−1± j2x0)/(x20+1) =−0.3653±0.9309i,
odnosno uglovi koje zaklapaju ove nule za realnom osom suγ0 = 180◦ i γ1,2 = ±111.4247◦,
respektivno, Tabela 3.1. Polovi se računaju primenom naredberoots na polinom generisan
izrazom (3.23). Usvajaju se polovi unutar jedinič og kruga koji imaju vrednosti:p0 = 0.0000,
p1,2 = ±0.2777i, p3,4 = ±0.5697i i p5,6 = ±0.8570i, Tabela 3.1. Prenosna funkcija niskopro-















Kako ova prenosna funkcija ne ispunjava uslov da jeH(1) = 1, brojioc prenosne funkcije se
množi konstantomk = 0.0283, što konǎcno daje prenosnu funkciju niskopropusnog Prelaznog






Karakteristika slabljenja=−20logH(z) ove funkcije ima izgled dat na Sl. 3.20. Komple-
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Karakteristike slabljenja niskopropusne i visokopropusne funkcije prelaznog filtra sedmog
reda date su na Sl. 3.36.
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3.3 Klasa Prelaznih filtara sa dve konǎcne nule prenosa
Karakteristǐcna funkcijaψN(x) predložena jednǎcinom (3.1), postaje karakteristična funkcija








gde jeN red filtra (N = M+4), x01 i x02 su celi brojevi manji od jedinice (x01 < x02 < 1) i pred-












Sl. 3.39: Grafik karakteristične funkcije za x01 < x02 < 1.









Sl. 3.40: Grafik karakteristike slabljenja za x01 < x02 < 1.
Na slici 3.39 dat je grafik ove karakteristične funkcije za proizvoljne vrednostix01 < x02 < 1
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a na slici 3.40 njena odgovarajuća funkcija slabljenja.
Podešavanje vrednosti minimalnog slabljenja u nepropusnom opsegu
Kako bi se ostvarila komplementarna dekompozicija, karakteristiku slabljenja,a = 10log(1+
ψ2(x)), treba podesiti tako da ekstremne vrednosti u nepropusnom opsegu,a(xm1) i a(xm2),
budu jednake zadatoj vrednostiRs, kao što je prikazano na Sl. 3.41. Drugim rečima, treba
prorǎcunati vrednostix01 i x02 na osnovu zadate vrednosti minimuma slabljenja u nepropusnom
opsegu,Rs, kao i vrednostiM koja odred-uje red filtra.
Ovaj problem se može rešiti Newton-Raphsonovim metodom za reš vanje sistema nelin-
earnih jednǎcina. Treba odrediti nepoznati vektor sa elementimax = [x01,x02,xm1,xm2]T. Prvi
korak pri rešavanju je postavljanje početnih vrednosti vektorax, x0 = [x01,x02,xm1,xm2]T, koji
ispunjava uslov 1< 1/x02 < xm1 < 1/x01 < xm2 < ∞ (na primerx0 = [0.7,0.9,1.2,1.7]T).






























i ovaj sistem se mora rešiti iterativnom procedurom, odnosno Newton-Raphsonovim metodom.
Relacije izmed-u trenutnih vrednostix, x(i), i novih vrednostix dobijenih posle jedne iteracije,

































































gde jeJ Jakobijanova matrica aλ ∈ (0,1] parametar koji obezbed-uje konvergenciju rešenja.
Na pǒcetku iterativne procedure vrednostλ postavlja se na vrednostλ = 0.1. Kada je ispunjen
uslov max{ f (i)j } ≤ ε, gde jeε vrlo mali broj (na primer 10−4), usvaja seλ = 1.
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Ova procedura može se uprostiti u smislu izbegavanja drugihizvoda koji se javljaju u Jako-
bijanovoj matrici u funkcijamaf3 i f4. U isto vreme broj nelinearnih jednačina koje treba
rešiti Newton-Raphsonovim metodom je duplo manji. Tako, zadati problem se može rešiti u
sledécim koracima:
1. Postavljanje pǒcetnih uslovax0 = [x01,x02]T.
2. Odred-ivanje vrednostixm1 i xm2 kao nule jednǎcine (3.31), ili, ako se ova jednačina
pojednostavi dobija se simetrični polinom S(x) = d0 − d2x2 + d4x4 − d2x6 + d0x8 čiji
su koeficijenti d0 = Mx201x
2




02)(2 + M − 2x201x202 + Mx201x202) i d4 =
4−4x401x402+M(1+2x201x202+x402+x401(1+x402)).
Usvajaju se rešenja pozitivna i veća od jedinice.
3. Ako je uslov| f1|+ | f2|< ε zadovoljen, prethodne vrednostix01,x02,xm1 i xm2 su konǎcne
i ovo je kraj numerǐcke procedure. Ako ne, ide se na sledeći korak.

















i vraća se nazad na korak 2.
Kao rezultat ovog iterativnog postupka, dobija se mini-maxfunkcija slabljenjaa =
−20log|H0(x)| i u propusnom i u nepropusnom opsegu, Sl.3.41. Ako je minimalna vrednost
slabljenja u nepropusnom opsegu zadata kao,Rs, onda se vrednost maksimuma slabljenja u
propusnom opsegu dobija izRp = −10log(1−10−Rs/10).
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Sl. 3.41: Grafik mini-max karakteristike slabljenja nakon rešavanjasis-
tema nelinearnih jednačina.
Odred-ivanje koeficijenata digitalne prenosne funkcije niskopropusnog filtra
i projektovanje NF/VF komplementarnog para
Zamenom frekvencijske promenljive (3.6) u (3.28), pričemu jez= ejω , dobija se karakteris-
tična funkcija u digitalnom domenuψN(z) a zatim se ona zamenjuje u jednačinu (3.2) koja je
ekvivalentna sa (3.18).
Naredni korak je prorǎcun polova i nula uz ravni funkcije (3.18) tj. kvadrata digitalne
amplitudske funkcijeH(z)H(z−1). Kao rezultat se dobija da su svi polovi ove funkcije na
imaginarnoj osi a sve nule na jedinič om krugu i dvostruke. Usvajanjem polova unutar je-






Ovu funkciju treba pomnožiti konstantomk koja će osigurati da važi|H(0)| = 1, (3.24). Kon-











čija je karakteristika slabljenja prikazana na Sl. 3.42.
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Primenom postupka komplementarne dekompozicije, koji je detaljno opisan u prethodnoj
glavi, ova prenosna funkcija razdvaja se na dvaallpassfiltra i primenom jednǎcina (3.7-3.8)
dobijaju niskopropusna i visokopropusna prenosna funkcija ko ečine komplementarni par, Sl.
3.43. Koeficijenti visokopropusne prenosne funkcije,H1(z), imaju iste vrednosti sem što u





wpp/20 wm1 wm2w01 w02
3dB
jw
a = -20 log|H(e )|
Sl. 3.42: Grafik mini-max karakteristike slabljenja digitalnog Prelaznog








a = -20 log|H(e )|
Sl. 3.43: Grafik NF/VF komplementarnog para Prelaznog filtra sa dve
konačne nule prenosa.
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3.3.1 Primeri klase Prelaznih filtara sa dve konǎcne nule prenosa
U ovom delu prikazani su rezultati klase filtara sa dve konačne nule prenosa (sa po dva ek-
stremuma u propusnom i nepropusnom opsegu) za sedmi, deveti, j danaesti i trinaesti red. Na
slikama 3.44-3.47 prikazani su položaji polova i nula uz ravni, a u Tabeli 3.8 su date bro-
jne vrednosti imaginarnih vrednosti polova i uglova koje nule prenosne funkcije zaklapaju sa
pozitivnim smerom realne ose.




























Sl. 3.44: Raspored nula i polova u z ravni




























Sl. 3.45: Raspored nula i polova u z ravni





























Sl. 3.46: Raspored nula i polova u z ravni






















Nule i polovi u z-ravni, XIII red
9
Sl. 3.47: Raspored nula i polova u z ravni
za klasu M= 9.
Na slikama 3.48-3.50 prikazane su uporednehalfbandkarakteristike slabljenja Prelaznih,
Eliptičkih i Butterworthovih filtara sedmog, devetog i trinaestogreda. Sve karakteristike
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slabljenja Prelaznih filtara nalaze se izmed-u karakteristika Eliptǐckog i Butterworthovog fil-
tra.
Na Sl. 3.51 prikazane su karakteristike slabljenja Prelaznog filtra sedmog (M = 3), devetog
(M = 5) i jedanaestog (M = 7) reda.
Odgovarajúci koeficijenti prenosnih funkcija Prelaznih filtara sa dve konǎcne nule prenosa
dati su u Tabeli 3.9. Radi pored- nja, koeficijenti prenosnih funkcija za Eliptički halfbandfiltar
sedmog, devetog i jedanaestog reda nalaze se Tabeli 3.5 a odgovarajúci koeficijenti prenosnih
funkcija za Butterworthovhalfbandfiltar sedmog, devetog i jedanaestog reda u Tabeli 3.6.
Tab. 3.8: Položaji polova i nula Prelaznih filtara sa dve konačne nulepr nosa koji odgovaraju
Sl.3.44-Sl.3.47.
red VIIred IXred XIred XIIIred
M = 3 M = 5 M = 7 M = 9
±p1 ±0.3629i ±0.2703i ±0.2075i ±0.1664i
±p2 ±0.6823i ±0.5458i ±0.4250i ±0.3398i
±p3 ±0.9069i ±0.7825i ±0.6490i ±0.5249i
±p4 ±0.9385i ±0.8361i ±0.7144i
±p5 ±0.9545i ±0.8688i
±p5 ±0.9641i
±γ1 ±102.9206◦ ±98.4367◦ ±96.1969◦ ±94.8793◦
±γ2 ±115.1647◦ ±106.6474◦ ±102.2855◦ ±99.6942◦
Tab. 3.9: Koeficijenti prenosnih funkcija Prelaznih filtara sa dve konač e nule prenosa koji
odgovaraju Sl.3.51.
VIIred IXred XIred XIIIred
b a b a b a b a
0.0542 1.0000 0.0224 1.0000 0.0083 1.0000 0.0029 1.0000
0.2328 0.0000 0.1312 0.0000 0.0631 0.0000 0.0274 0.0000
0.5023 1.4197 0.3690 1.8641 0.2278 2.2549 0.1227 2.6133
0.7221 0.0000 0.6793 0.0000 0.5266 0.0000 0.3493 0.0000
0.7221 0.5526 0.9098 1.1150 0.8827 1.7771 0.7148 2.5227
0.5023 0.0000 0.9098 0.0000 1.1327 0.0000 1.1230 0.0000
0.2328 0.0504 0.6793 0.2326 1.1327 0.5781 1.3987 1.1062
0.0542 0.0000 0.3690 0.0000 0.8827 0.0000 1.3987 0.0000
0.1312 0.0117 0.5266 0.0702 1.1230 0.2184
0.0224 0.0000 0.2278 0.0000 0.7148 0.0000
0.0631 0.0021 0.3493 0.0166




3.3. Klasa Prelaznih filtara sa dve konač e nule prenosa





−3 Karakteristike slabljenja, VII red














































Sl. 3.48: Karakteristike slabljenja Prelaznog, Eliptičkog i Butterwothovog filtra sedmog reda.





−3 Karakteristike slabljenja, IX red














































Sl. 3.49: Karakteristike slabljenja Prelaznog, Eliptičkog i Butterwothovog filtra devetog reda.
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−3 Karakteristike slabljenja, XIII red














































Sl. 3.50: Karakteristike slabljenja Prelaznog, Eliptičkog i Butterwothovog filtra trinaestog reda.







−3 Karakteristike slabljenja za  M=3, 5, 7













































Sl. 3.51: Karakteristike slabljenja Prelaznog filtra sedmog, devetog i jedanaestog reda.
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3.3.2 Komplementarna dekompozicija Prelaznih filtara sa dve konǎcne
nule prenosa
Prenosne funkcije Prelaznih, Eliptičkih i Butterworthovih filtara rastavljaju se naallpass
filtre postupkom koji je opisan u prethodnoj glavi. U Tabeli 3.10 date su prenosne funkcije
allpassfiltara dobijenih komplementarnom dekompozicijom Prelaznih filtara sa dve konǎcne
nule prenosa za sedmi, deveti, jedanaesti i trinaesti red.
Na slikama 3.52-3.55 prikazani su komplementarni NF/VF parovi Prelaznog, Eliptǐckog i
Butterworthovog filtra sedmog, devetog, jedanaestog i trinaestog reda.
Tab. 3.10: Allpass filtri dobijeni komplementarnom dekompozicijom prenosnih funkcija
Prelaznih filtara sa dve konačne nule prenosa.
A0(z) z−1A1(z)















XIII (M = 9)
0.00576+0.2365z−2 +1.058z−4 +z−6
1+1.058z−2 +0.2365z−4 +0.00576z−6
0.05476z−1 +0.6406z−3 +1.555z−5 +z−7
1+1.555z−2 +0.6406z−4 +0.05476z−6
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Karakteristike slabljenja komplementarnih parova, VII red






Sl. 3.52: Komplementarni NF/VF parovi Prelaznog, Eliptičkog i Butterworthovog filtra sedmog
reda.












Karakteristike slabljenja komplementarnih parova, IX red






Sl. 3.53: Komplementarni NF/VF parovi Prelaznog, Eliptičkog i Butterworthovog filtra devetog
reda.
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Karakteristike slabljenja komplementarnih parova, XI red






Sl. 3.54: Komplementarni NF/VF parovi Prelaznog, Eliptičkog i Butterworthovog filtra
jedanaestog reda.












Karakteristike slabljenja komplementarnih parova, XIII red






Sl. 3.55: Komplementarni NF/VF parovi Prelaznog, Eliptičkog i Butterworthovog filtra trinaestog
reda.
63
3.4. Klasa prelaznih filtara sa tri konačne nule prenosa
3.4 Klasa prelaznih filtara sa tri konačne nule prenosa
Karakteristǐcna funkcijaψN(x) predložena jednǎcinom (3.1), postaje karakteristična funkcija










gde jeN red filtra (N = M +6), M je stepen zaravnjenja u koordinatnom početku ax01, x02 i x03
su celi brojevi manji od jedinice (x01 < x02 < x03 < 1) i predstavljaju nule prenosne funkcije.
Na slici 3.56 dat je grafik ove karakteristične funkcije za proizvoljne vrednostix01 < x02 <















Sl. 3.56: Grafik karakteristične funkcije Prelazne klase filtara sa tri konačne nule
prenosa.
Postupkom koji je opisan za prelazne filtre sa dve konačne nule prenosa, karakteristiku
slabljenja,a = 10log(1+ ψ2(x)), treba podesiti tako da ekstremne vrednosti u nepropusnom
opsegu,a(xm1), a(xm2) i a(xm3), budu jednake zadatoj vrednostiRs, kao što je prikazano na
Sl. 3.58. Drugim rěcima, treba prorǎcunati vrednostix01, x02 i x03 na osnovu zadate vrednosti
minimuma slabljenja u nepropusnom opsegu,Rs, kao i vrednostiM koja odred-uje red filtra.
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Newton-Raphsonovim metodom rešava se sistem od šest nelinearn h jednǎcina ili, ako se
uzme skrácena procedura (prethodno opisana za Prelazne filtre sa po dva eskstremuma), sistem
od tri nelinearne jednǎcine. Mini-max funkcija slabljenja = −20log|H0(x)| dobijena nakon
ove iterativne procedure prikazana je na Sl.3.58.
Na slikama 3.59-3.60 prikazani su položaji polova i nula uz ravni za deveti i jedanaesti red
Prelazne klase filtara sa tri konačne nule prenosa. Na Sl.3.61 prikazane su uporedne karakter-
istike slabljenja devetog, jedanaestog i trinaestog reda.Na Sl. 3.62-3.63 pored-ene su karakter-









a x=10 Ylog(1+ ( ))
2
Sl. 3.57: Grafik karakteristike slabljenja Prelazne klase filtara sa tri konačne nule prenosa.












Sl. 3.58: Grafik karakteristike slabljenja Prelazne klase filtara sa tri konačne nule
prenosa nakon rešavanja sistema nelinearnih jednačina.
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Sl. 3.59: Raspored nula i polova u z ravni






















Nule i polovi u z-ravni, XI red
5
Sl. 3.60: Raspored nula i polova u z ravni
za klasu M= 5.





−3 Karakteristike slabljenja za  M=3, 5, 7













































Sl. 3.61: Karakteristike slabljenja devetog, jedanaestog i trinaestog reda Prelazne klase filtara sa
tri konačne nule prenosa.
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Karakteristike slabljenja komplementarnih parova, IX red






Sl. 3.62: Karakteristike slabljenja Prelaznog, Eliptičkog i Butterwothovog filtra devetog reda.












Karakteristike slabljenja komplementarnih parova, XI red






Sl. 3.63: Karakteristike slabljenja Prelaznog, Eliptičkog i Butterwothovog filtra jedanaestog reda.
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3.5 Klasa prelaznih filtara sačetiri konačne nule prenosa
Karakteristǐcna funkcijaψN(x) predložena jednǎcinom (3.1), postaje karakteristična funkcija












gde jeN red filtra (N = M +8), M je stepen zaravnjenja u koordinatnom početku ax01, x02, x03
i x04 su celi brojevi manji od jedinice (x01 < x02 < x03 < x04 < 1) i predstavljaju nule prenosne
funkcije.
Na slici 3.64 dat je grafik ove karakteristične funkcije za proizvoljne vrednostix01 < x02 <




















Sl. 3.64: Grafik karakteristične funkcije Prelazne klase filtara sa ˇcetiri konačne nule prenosa.
Postupkom koji je opisan za prelazne filtre sa dve konačne nule prenosa, karakteristiku
slabljenja,a = 10log(1+ ψ2(x)), treba podesiti tako da ekstremne vrednosti u nepropusnom
opsegu,a(xm1), a(xm2), a(xm3) i a(xm4) budu jednake zadatoj vrednostiRs, kao što je prikazano
na Sl. 3.66. Drugim rěcima, treba prorǎcunati vrednostix01, x02, x03 i x04 na osnovu zadate
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a x=10 Ylog(1+ ( ))
2
Sl. 3.65: Grafik karakteristike slabljenja Prelazne klase filtara sa ˇcetiri konačne nule prenosa.
vrednosti minimuma slabljenja u nepropusnom opsegu,Rs, kao i vrednostiM koja odred-uje red
filtra.
Newton-Raphsonovim metodom rešava se sistem od osam nelinearn h jednǎcina ili, ako se
uzme skrácena procedura (prethodno opisana za Prelazne filtre sa po dva eskstremuma), sis-
tem odčetiri nelinearne jednǎcine. Mini-max funkcija slabljenja = −20log|H0(x)| dobijena
nakon ove iterativne procedure prikazana je na Sl.3.66.
Na slikama 3.67-3.68 prikazani su položaji polova i nula uz ravni za jedanaesti i trinaesti
red Prelazne klase filtara sačetiri konǎcne nule prenosa.










Sl. 3.66: Grafik karakteristike slabljenja Prelazne klase filtara sa ˇcetiri konačne nule prenosa

























Nule i polovi u z-ravni, XI red























Nule i polovi u z-ravni, XIII red
Sl. 3.68: Raspored nula i polova u z ravni
za M= 5.
Kako je kod funkcije sa tri konǎcne nule prenosa deveti red filtra najmanji mogući red a
kod funkcije sǎcetiri konǎcne nule prenosa najmanji jedanaesti, i kako su ovo relativno visoke
vrednosti za praktičnu implementaciju, za ova dva tipa dato je samo po dva primera. Naravno,
ukoliko bi to bilo potrebno mogúce je izvesti i više redove filtara.
3.6 Analiza rezultata
Na osnovu prethodnih rezultata može se zaključiti da Prelazni filtri imaju bolju selektivnost
od Butterworthovih fitara, a lošiju u pored- nju sa Eliptǐckim. Med-utim, kako je Eliptǐcki fil-
tar projektovan koriš́cenjem bilinearne transformacije, njegovi polovi nisučisto imaginarni pri
čemu se realni delovi polova povećavaju sa povécanjem reda filtra. Ovo rezultira u grešci
amplitudske karakteristike VF filtra, što znači da Prelazni filtri postižu vécu tǎcnost pri kom-
plementarnoj dekompoziciji u odnosu na Eliptičke filtre. Ako se poredi sa pomenutim filtrima
može se zakljǔciti sledéce:
(a) Predložena klasa prelaznih filtara ima polove sačisto imaginarnim delom̌cime je
obezbed-ena visoka tǎcnost pri komplementarnoj dekompoziciji koju Eliptičk filtar ne
može postíci.
(b) Praktǐcna realizacija Prelaznih filtara je jednostavnija u odnosuna realizaciju Eliptǐckog




(c) Polovi i nule Eliptǐckog filtra akumulirani su u okolini granice propusnog opsega i nji-
hovo med-usobno rastojanje se smanjuje sa porastom reda filtra. Ovo zahteva veliku
dužinu digitalne rěci pri realizaciji filtara visokog reda. Prelazna klasa filtara ima aproksi-
mativno ekvidistantni raspored polova pa se može realizovati sa manjom dužinom digi-
talne rěci nego što je potrebno kod realizacije Eliptičkog filtra.




Korekcija faznog izobličenja u IIR
bankama filtara
K Ao što je napred pokazano, odgovarajućim izborom filtara analize i sinteze (2.13) po-tisnuto je preklapanje spektra (aliasing) a zatim je primenom polifazne reprezentacije
i usvajanjem allpass filtara kao polifaznih komponenti, potisnuto i amplitudsko izoblǐcenje u
odzivu kvadraturne banke filtara,čime je preostalo fazno izobličenje koje potǐce od faznih
izobličenja allpass filtara kojima se realizuju NF-VF filtarski parovi.
U literaturi se mogu náci brojne metode za korekciju faznog izobličenja u QMF bankama
[2, 84–97]. U radu [86] dat je pregled nekih metoda za korekciju fazne karakteristike kao
i njihovo pored-enje (projektovanje faznih korektora, aproksimacija IIR filtara sa mini-maks
karakteristikom grupnog kašnjenja, simultana optimizacija amplitudske i fazne karakteristike
itd). U radu [89] predložena je banka filtara sa približno savršenom rekonstrukcijom u kojoj
su filtri analize halfband IIR filtri a filtri sinteze FIR filtri. Ova banka filtara daje savršeno
linearnu faznu karakteristiku, odnosno konstantno grupnokašnjenje, a koeficijenti FIR filtara
se projektuju tako da je amplitudski odziv približno jednakjedinici. U radu [90] dato je pro-
jektovanje IIR kvadraturne filtar banke sa približno savršenom rekonstrukcijom primenom FIR
faznih korektora.
Postoji nekoliko pristupa za projektovanje IIR faznih korektora [98] čiji je cilj reduko-
vanje kompleksnog izrǎcunavanja koeficijenata prenosne funkcije. U radu [84], Kidambi je
predložio metod za projektovanje i optimizaciju linearne fazne karakteristike. Optimalni ko-
eficijenti korektora grupnog kašnjenja dobijeni su rešavanjem sistema linearnih jednačina koje
uključuju primenu Toeplitz-plus-Hankel matrice. Ovaj metod je efikasan u pogledu izrǎcuna-
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vanja ako se poredi sa standardnom metodom za rešavanje sistema linearnih jednǎcina direkt-
nim izrǎcunavanjem inverzne matrice i množenjem, s obzirom da izračun vanje inverzne ma-
trice može prouzrokovati numeričke probleme za véce redove filtra. U radu [97], autori koriste
trigonometrijske identitete [96] i metod odmeravanja frekv ncije kako bi izrǎcunali Toeplitz-
plus-Hankel matricu formulom u zatvorenom obliku a ne numeričkim metodom.
U ovoj glavi razmatra se korekcija faznog izobličenja, odnosno korekcija grupnog kaš-
njenja Prelazne klase filtara primenom standardnihallpasskorektora (u literaturi se mogu naći
kaophase-equalizing allpass filtersili delay equalizers). Fazni korektor (korektor grupnog kaš-
njenja) povécava grupno kašnjenje u odred-enom frekvencijskom opsegu. To može biti samo
propusni opseg filtra ili celokupni frekvencijski opseg. Pokazano je da se najbolji rezultati do-
bijaju kada se vrši korekcija grupnog kašnjenja u celokupnom frekvencijskom opsegu. Time
se postiže da se isti korektor grupnog kašnjenja može primeniti kako za filtar propusnik niskih
frekvencija tako i za filtar propusnik visokih frekvencija.Treba imati u vidu da filtri kojǐcine
QMF banku filtara imaju iste polove koji leže na imaginarnoj osi, a da nule na jediničnom
krugu nemaju uticaja na faznu karakteristiku filtra.
Fazni korektor prvog reda ima već grupno kašnjenje na niskim frekvencijama dok je kod
faznog korektora drugog reda moguće podešavanje maksimalne vrednosti grupnog kašnje-
nja na izabranoj frekvenciji. Pošto se fazni korektor formira od sekcija prvog i drugog reda
kaskadno vezanih to fazni korektor neparnog reda uvek sadrži sekciju prvog reda a fazni ko-
rektor parnog reda se sastoji samo od sekcija drugog reda. Korišćenjem véceg broja sekcija
dobija se manja relativna greška u aproksimaciji konstantnog grupnog kašnjenja ali se time
istovremeno povécava kompleksnost kvadraturne banke filtara. Red faznog korekt ra zavisi
od reda prenosne funkcije IIR filtra začiju se kompenzaciju koristi (Butterworth, Chebyshev i
sl.) a takod-e se pri njegovom izboru balansira izmed-u kompleksnosti konǎcne implementacije
i veličine relativne greške u aproksimaciji karakteristike grupnog kašnjenja.
Treba napomenuti da se u nekim slučajevima, zahtevane specifkacije za banku filtara us-
pešno postižu i FIR filtrima sa linearnom faznom karakteristikom, pa se tu postavlja granica
primene IIR filtara u sprezi sa korektorom grupnog kašnjenja. N ime, red korektora grupnog
kašnjenja može da bude znatno viši od reda filtračij se karakteristika koriguje, tako da rezul-
tujući red njihove kaskadne veze bude približno istog reda kao i kod FIR banke filtara.
Problem kod optimizacionih procedura za izračunavanje koeficijenata allpass filtara je
postavljanje pǒcetnih uslova što zahteva dobro poznavanje oblika funkcijegrupnog kašnjenja.
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4.1 Korekcija faznog izoblǐcenja kvadraturne banke filtara
Nelinearni odziv fazne karakteristike IIR filtra,H(z), može se korigovati kaskadnim
povezivanjem faznog korektora (korektora grupnog kašnjenja), AFK(z), tako da prenosna
funkcijaH(z)AFK(z) aproksimira konstantno grupno kašnjenje u propusnom opsegu, kao što je
prikazano na Sl. 4.1. Kako je amplitudski odziv faznog korektora |AFK(ejω)| jednak jedinici,
amplitudski odziv kaskadne veze ostaje jednak|H(ejω)|, dok je grupno kašnjenje kaskadne
veze jednako sumi grupnih kašnjenja funkcijaH(z) i AFK(z). Korektor grupnog kašnjenja,
AFK(z), se projektuje tako da grupno kašnjenje kaskadne veze bude približno konstantno u
celokupnom frekvencijskom opsegu 0< f < Fs/2, gde jeFs frekvencija odmeravanja. Kako
se fazno izoblǐcenje povécava kada su polovi prenosne funkcije filtra bliži jedinič om krugu
(što se dešava kada red filtra raste), uloga faznih korektoraje d u celokupnu prenosnu funkciju







































Sl. 4.1: Dvokanalna banka filtara sa faznim korektorima.
Prenosna funkcija dvokanalne banke filtara sa faznim korektima, prikazana šemom na
Sl. 4.1, može se predstaviti kao zbir prenosne funkcijeal asingai prenosne funkcije distorzije,
odnosno
X̂(z) = T(z)X(z)+F(z)X(−z) (4.1)





dok je prenosna funkcijaliasingajednaka nuli,F(z) = 0.
Ukupno grupno kašnjenje,τg(ω), prenosne funcijeT(z) je
τg(ω) = τBF(ω)+ τFK(ω), (4.3)
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gde je τBF(ω) grupno kašnjenje banke filtara koje treba kompenzovati, a koje p tǐce od
prenosne funkcije proizvodaA0(z2)A1(z2), dok jeτFK(ω) grupno kašnjenje faznog korektora
AFK,0(z)AFK,1(z). Koeficijente prenosne funkcije faznog korektora kao i srednju vrednost kon-
stantnog grupnog kašnjenja,τ0, treba izrǎcunati tako da se minimizira vrednost
ε = max
ω∈[0,π]
|τBF(ω)+ τFK(ω)− τ0|, (4.4)
odnosno da maksimalna vrednost odstupanja ukupnog grupnogkašnjenja od srednje vrednosti
τ0, bude minimalna na intervaluω ∈ [0,π] [99]. Na ovaj nǎcin postiže se mini-maks aproksi-
macija konstantnog grupnog kašnjenja
τg(ω) = τ0(1± εmax) (4.5)
prikazana na Sl. 4.2, odnosno aproksimacija linearne faznekarakteristike oblikaφ(ω) =−τ0ω,
što je i bio cilj numerǐckog metoda.
Sl. 4.2: Mini-maks aproksimacija konstantnog grupnog kašnjenja.
Koeficijenti prenosne funkcije faznog korektoraAFK(z) u ovoj glavi do-
bijaju se primenom MATLAB naredbe iirgrpdelay, čija je sintaksa
[num,den] = iirgrpdelay(N,f,edges,a). Ova naredba daje na izlazu bro-
jioc (num) i imenioc (den) faznog korektora za zadate argumente:N - red prenosne funkcije
faznog korektora (mora biti paran),f - vektor frekvencija u opsegu od 0 do 1, ivice opsega
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(edges) u kome se vrši korekcija faznog izobličenja i vektora koji ima isti broj elemenata
kao i vektorf i koji za svaku vrednost frekvencije u zadatom opsegu rač n razliku izmed-u
maksimalne vrednosti grupnog kašnjenja u celom opsegu i vrednosti grupnog kašnjenja na toj
frekvenciji.
Primer za prorǎcun faznog korektora za eliptički filtar četvrtog reda ima sledeći tok:
1. [Be,Ae] =ellip(4,1,40,0.2); projektovanje Eliptǐckog filtračetvrtog reda;
2. f = 0:0.001:0.2; zadavanje vektora frekvencija u kojem se vrši korekcija grupnog
kašnjenja, u ovom slǔcaju samo u propusnom opsegu;
3. g = grpdelay(Be,Ae,f,2); Izračunavanje vrednosti grupnog kašnjenja elip-
tičkog filtra na zadatom opsegu frekvencija;
4. a = max(g)-g; prorǎcun vektora a;
5. [num,den]=iirgrpdelay(8, f, [0 0.2], a); prorǎcun brojioca (num) i
imenioca (den) faznog korektora osmog reda na zadatom opsegu frekvencija.
U naredbiiirgrpdelay može se postaviti uslov da grupno kašnjenje bude konstantno
samo u propusnom opsegu,ω ∈ [0,0.5π] za niskopropusni filtar, odnosno u opseguω ∈
[0.5π,π] za visokopropusni filtar. Med-utim, kako se u QMF banci nalazi komplementarni
NF-VF filtarski par, i kako i NF i VF filtar imaju nule na jediničnom krugu koje ne utiču
na faznu karakteristiku a polovi im se nalaze na imaginarnojosi, funkcija grupnog kašnje-
nja ima isti oblik i za NF i za VF filtar pa samim tim i fazni korektor za NF i VF filtar ima
istu prenosnu funkciju. Zato su u ovom poglavlju prikazani rezultati dobijeni kada se naredba
iirgrpdelay primeni na celi frekvencijski opseg,ω ∈ [0,π], čime se dobija fazni korektor
koji se istovremeno može primeniti i na niskopropusnu i na visokopropusnu prenosnu funkciju.
Razmatrane su dve varijante korekcije fazne karakteristike. Prva varijanta je da se fazni
korektor projektuje za niskopropusnu funkciju, odnosno dasu vektoriBe i Ae brojioc i imenioc
NF prenosne funkcije. Na taj način se istovremeno dobija fazni korektor i za visokopropusnu
funkciju. Isti fazni korektor bi se u tom slučaju postavio i u banci analize (posle NF filtra) i
u banci sinteze (posle VF filtra), što znači da onda u celoj QMF banci postoječ tiri ista fazna
korektora a prenosna funkcija na izlazu banke filtara je datajednǎcinom (4.2).
Druga varijanta je da se fazni korektor projektuje direktnou dnosu na funkciju distorz-
ije, odnosno da su vektoriBe i Ae - brojioc i imenioc prenosne funkcije distorzijeT(z) =
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0.5z−1A1(z)A2(z). U ovom slǔcaju projektuje se jedan fazni korektor koji se može postaviti ili
u banci analize ili u banci sinteze, pa QMF banka ima ukupno dva fazna korektora a prenosna
funkcija je data jednǎcinom (4.12). Ovde treba naglasiti da naredbaiirgrpdelay generiše
fazne korektore samo parnog reda.
Ove rezultate treba porediti sa QMF bankama koje za prototipsku funkciju imaju FIR filtar
i razmotriti prednosti primene IIR filtara sa faznim korektorom u ovoj formi.
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4.1.1 Korekcija faznog izoblǐcenja NF-VF filtarskog para
Kaskadna sprega filtra propusnika niskih frekvencijaHNF(z) i faznog korektoraAFK,0(z)
prikazana je na Slici 4.3. Kao što je napred napomenuto, za korekciju grupnog kašnjenja filtra
propusnika visokih frekvencija,HVF(z), koristi se isti fazni korektorAFK,1(0) = AFK,0(z).
Sl. 4.3: Korekcija fazne karakteristike niskopropusne funkcije faznim korektorom.
A) Korekcija faznog izobli čenja niskopropusne i visokopropusne funkcije Prelaznog,But-
terworthovog i Elipti čkog filtra petog reda
Kada se MATLAB naredbaiirgrpdelay primeni na niskopropusnu funkciju Prelaznog tipa
filtara petog reda u frekvencijskom opsegu 0≤ ω ≤ π, Sl. 4.3, kao rezultat se dobija fazni














Pored-enje grupnih kašnjenja Prelaznog, Butterworthovog i Eliptičkog filtra petog reda dato
je na Sl. 4.7, a impulsni odzivi za ove slučajeve, pre i posle primene faznih korektora, prikazani
su na slikama 4.4, 4.5 i 4.6. Može se uočiti da su nakon fazne korekcije svi impulsni odzivi
postali simetrǐcni što je karakteristika filtara sa konstantnim grupnim kašnjenjem.
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Sl. 4.4: Impulsni odziv NF Prelaznog filtra V reda pre i posle primene faznog ko-
rektora VIII reda.
































Sl. 4.5: Impulsni odziv NF Eliptičkog filtra V reda pre i posle primene faznog ko-
rektora VIII reda.
































Sl. 4.6: Impulsni odziv NF Butterworthovog filtra V reda pre i posle primene faznog
korektora VIII reda.
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Sl. 4.7: Grupna kašnjenja niskopropusne prototipske funkcije Eliptičkog, Prelaznog i Butterworthovog
filtra V reda, pre i posle primene faznih korektora VIII reda.



































Sl. 4.8: Grupna kašnjenja pre i posle fazne korekcije i karakteristike slabljenja NF-VF filtarskog para
Prelaznog filtra V reda.
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4.1. Korekcija faznog izobličenja kvadraturne banke filtara
B) Korekcija faznog izobličenja niskopropusne i visokopropusne funkcije Prelaznog filtra
sedmog i devetog reda
Kada se naredbaiirgrpdelay primeni na niskopropusnu funkciju Prelaznog tipa filtara
sedmog reda u frekvencijskom opsegu 0≤ ω ≤ π , Sl. 4.3, kao rezultat se dobija fazni korektor













Grupna kašnjenja petog, sedmog i devetog reda niskopropusne prototipske funkcije
Prelaznog filtra pre i posle primene faznih korektora osmog,dvanaestog i dvadesetog reda
resprektivno, prikazane su na Sl. 4.9, a impulsni odzivi za ove slǔcajeve, pre i posle primene
faznih korektora, prikazani su na slikama 4.10, 4.11 i 4.12.Posle fazne korekcije na izlazu
sistema dobijaju se simetrični impulsni odzivi.
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V red sa faznim kor. VIII reda
IX red
V red
VII red sa faznim korektorom XII reda
IX red sa faznim korektorom XX reda
Sl. 4.9: Grupna kašnjenja V, VII i IX reda niskopropusne prototipskefunkcije Prelaznog filtra pre i posle
primene faznih korektora VIII, XII i XX reda resprektivno.
Može se zakljǔciti da je prilikom fazne korekcije prenosne funkcije NF-VFfiltarskog para,
Sl. 4.3, srednja vrednost grupnog kašnjenja,τ0, jednaka zbiru reda faznog korektora i polovine
reda niskopropusne (visokopropusne) prenosne funkcije,τ0 = N/2+NFK. Tako je za NF filtar
petog reda na kome je primenjen fazni korektor osmog reda,τ0 = 10.5, za NF filtar sedmog
reda sa faznim korektorom dvanaestog redaτ0 = 15.5 i za NF filtar devetog reda sa faznim
korektorom dvadesetog reda,τ0 = 24.5, Sl. 4.9.
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Sl. 4.10: Impulsni odziv NF Prelaznog filtra V reda pre i posle primene faznog
korektora VIII reda.






























Sl. 4.11: Impulsni odziv NF Prelaznog filtra VII reda pre i posle primene faznog
korektora XII reda.






























Sl. 4.12: Impulsni odziv NF Prelaznog filtra IX reda pre i posle primenefaznog
korektora XX reda.
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4.2 Banka filtara sa korekcijom faznog izoblǐcenja NF-VF
filtarskog para (varijanta1)
Fazni korektori, dati u prethodnom odeljku, mogu se primeniti i na niskopropusnu i na vi-
sokopropusnu funkciju u kvadraturnoj filtar banci, odnosnoAFK,0(z) = AFK,1(z), s obzirom
da NF i VF prenosne funkcije imaju iste polove koji leže na imagin rnoj osi, a njihove nule
prenosa se nalaze na jedinič om krugu uz-ravni te nemaju uticaja na faznu karakteristiku (nule
NF prenosne funkcije nalaze se u levoj poluravni, a nule VF prenosne funkcije u desnojz-
poluravni). Kao rezultat se dobija QMF banka sa ukupnočetiri fazna korektora - dva za banku









Na Sl. 4.13 prikazana su grupna kašnjenja funkcije distorzije El ptičkog, Prelaznog i Butter-
worthovog filtra petog reda, pre i posle primene faznog korekt ra osmog reda za niskopropusnu
i za visokopropusnu funkciju, odnosno pre i posle postavljanja četiri fazna korektora u QMF
banci kao što je prikazano na Sl. 4.1. Uočava se da mini-maks karakteristika sva tri filtra
osciluje oko vrednostiτ0 = 22, dok je maksimalna relativna greška konstantnog grupnogkaš-
njenja,εmax, različita za ova tri tipa filtra i najmanja je za Butterworthov a najveća za Eliptǐcki
filtar.
Na slikama 4.14, 4.16 i 4.18 prikazane su nule i polovi faznihkorektora za Prelazni, Elip-
tički i Butterworthov filtar respektivno. Na slikama 4.15, 4.17 i 4.19 date su nule i polovi
funkcija distorzija posle fazne korekcije za Prelazni, Eliptički i Butterworthov filtar respek-
tivno.
Na slikama 4.20, 4.21 i 4.22 prikazani su impulsni odzivi na izl zu kvadraturne banke fil-
tara, pre i posle fazne korekcije za Prelazni, Eliptički i Butterworthov filtar respektivno. Ovde
treba napomenuti da je za sva tri tipa filtara petog reda, red funkcije distorzije, koji je pre
korekcije bio šestog reda (llpassfiltar drugog reda,allpassfiltar trećeg reda i linija za kašnje-
nje), posle korekcije uvécan za šesnaest, što se može zaključiti i na osnovu impulsnih odziva
funkcija distorzije jer je kašnjenje signala dvadeset dva (šesnaest plus šest). Može se uočiti da
je u sva tri slǔcaja impulsni odziv približno zakasnela replika ulaznog signala. Kao što se moglo
i očekivati, impulsni odziv Prelaznog filtra se nalazi izmed-u Butterworthovog i Elliptǐckog im-
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Sl. 4.13: Grupna kašnjenja funkcije distorzije Eliptičkog, Prelaznog i Butterworthovog filtra V reda, pre
i posle primene četiri fazna korektora VIII reda.
pulsnog odziva. Drugim rěcima, korektorom osmog reda najbolja korekcija grupnog kašnjenja
je izvršena na Butterworthovom filtru. Med-utim, Butterworthov filtar ima druge nedostatke
kao što je mala selektivnost.
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Sl. 4.14: Nule i polovi faznog korektora VIII
reda primenjenog na Prelazni filtar V reda.

























Sl. 4.15: Nule i polovi funkcije distorzije
Prelaznog filtra V reda nakon fazne korekcije.
































Sl. 4.16: Nule i polovi faznog korektora VIII
reda primenjenog na Eliptički filtar V reda.

































Sl. 4.17: Nule i polovi funkcije distorzije Elip-
tičkog filtra V reda nakon fazne korekcije.
































Sl. 4.18: Nule i polovi faznog korektora VIII
reda primenjenog na Butterworthov filtar V
reda.

























Sl. 4.19: Nule i polovi funkcije distorzije But-
terworthovog filtra V reda nakon fazne korek-
cije.
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Sl. 4.20: Impulsni odziv funkcije distorzije Prelaznog filtra V reda pre (levo) i posle
(desno) primene četiri fazna korektora VIII reda.
































Sl. 4.21: Impulsni odziv funkcije distorzije Eliptičkog filtra V reda pre (levo) i posle
(desno) primene četiri fazna korektora VIII reda.
































Sl. 4.22: Impulsni odziv funkcije distorzije Butterworthovog filtraV reda pre (levo)
i posle (desno) primene četiri fazna korektora VIII reda.
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4.3 Banka filtara sa korekcijom faznog izoblǐcenja funkcije
distorzije (varijanta 2)
U daljem tekstu bíce pokazano da se red faznog korektora može redukovati kada se fazni korek-
tor primeni direktno na funkciju distorzije tako da važiAFK = AFK,0 ·AFK,1, Sl. 4.1. Može se
usvojiti da je fazni korektorAFK,0(z) = 1 a da je fazni korektorAFK,1(z) = AFK(z) onaj kojim
vršimo korekciju grupnog kašnjenja. Kao rezultat se dobijaQMF banka sa potisnutim faznim








U ovom slǔcaju u celoj QMF banci primenjuju se dva fazna korektora, po jedan u svakoj liniji
QMF banke, ili u banci sinteze ili u banci analize.
4.3.1 Korekcija faznog izoblǐcenja QMF banke filtara sa prototipskom
funkcijom petog reda
Za QMF banku kojoj je prototipska funkcija Prelazne klase petog reda, rezultat je fazni korektor
dvanaestog reda pa je red faznog korektora, a i ukupne funkcije distorzije, smanjen zǎcetiri






Za QMF banku kojoj je prototipska funkcija Butterworthov filtar petog reda, rezultat je





Za QMF banku kojoj je prototipska funkcija Eliptički filtar petog reda, rezultat je fazni ko-
rektor šesnaestog reda, tako da se u ovom slučaju ne postiže redukovanje reda ukupne funkcije
distorzije u odnosu na varijantu 1 (kada je korekcija grupnog kašnjenja izvršena na NF-VF
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Na Sl. 4.23 date su uporedne karakteristike grupnog kašnjenja fu kcije distorzije Elip-
tičkog, Prelaznog i Butterworthovog filtra petog reda, pre i posle primene faznog korektora pri
čemu je u slǔcaju Prelaznog i Butterworthovog filtra primenjen fazni korektor dvanaestog reda
a na Eliptǐcki filtar fazni korektor šesnaestog reda.
Uočava se da mini-maks karakteristika grupnog kašnjenja osciluje oko vrednosti koja je
ujedno i red funkcije distorzije, odnosno kod Prelaznog i Butterworthovog filtra osciluje oko
vrednostiτ0 = 18 (red funkcije distorzije pre korekcije je bio šest a red faznog korektora je
dvanaest), a mini-maks karakteristika Eliptičkog filtra osciluje oko vrednostiτ0 = 22 (šest plus
šesnaest). Maksimalna relativna greška konstantnog grupnog kašnjenja,εmax, najmanja je kod
Butterworthovog a najvéca kod Eliptǐckog filtra.
Na Sl. 4.24, date su nule i polovi faznog korektora dvanaestog reda, datog jednačinom
(4.13), a nule i polovi funkcije distorzije QMF banke posle fazne korekcije za Prelazni filtar
prikazane su na Sl. 4.25. Na Sl. 4.26, date su nule i polovi faznog korektora dvanaestog reda,
datog jednǎcinom (4.14), a nule i polovi funkcije distorzije QMF banke posle fazne korekcije
za Butterworthov filtar date su na Sl. 4.27. Na Sl. 4.28, date su nule i polovi faznog korektora
šesnaestog reda, datog jednači om (4.15), a nule i polovi funkcije distorzije QMF banke posle
fazne korekcije za Eliptički filtar, prikazane su na Sl. 4.29.
Na slikama 4.30, 4.31 i 4.32 prikazani su impulsni odzivi na izl zu kvadraturne banke
filtara, pre i posle fazne korekcije za Prelazni, Butterworth v i Eliptički filtar respektivno. Kako
je ukupni red funkcije na izlazu za Prelazni i Butterworthovfiltar osamnaest, a za Eliptički
filtar dvadeset dva, za toliko odmeraka je i pomeren izlazni signal. Za sve tipove filtara izlazni
signal iz QMF banke je zakasnela replika ulaznog signala, što je i bio cilj projektovanja faznih
korektora.
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Sl. 4.23: Grupna kašnjenja funkcije distorzije Eliptičkog, Prelaznog i Butterworthovog filtra V reda, pre
i posle primene faznih korektora XVI reda za Eliptički a XIIreda za Prelazni i Butterworthov filtar.
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Sl. 4.24: Nule i polovi u z ravni faznog korek-
tora dvanaestog reda za Prelazni filtar.






















Sl. 4.25: Nule i polovi funkcije distorzije QMF
banke sa primenjenim faznim korektorom.

















Sl. 4.26: Nule i polovi u z ravni faznog korek-
tora dvanaestog reda za Butterworthov filtar.

















Sl. 4.27: Nule i polovi funkcije distorzije QMF
banke sa primenjenim faznim korektorom.

















Sl. 4.28: Nule i polovi u z ravni faznog korek-
tora šesnaestog reda za Eliptički filtar.






















Sl. 4.29: Nule i polovi funkcije distorzije QMF
banke sa primenjenim faznim korektorom.
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Sl. 4.30: Impulsni odziv funkcije distorzije Prelaznog filtra V reda pre (levo) i posle
(desno) primene faznog korektora XII reda.
































Sl. 4.31: Impulsni odziv funkcije distorzije Butterworthovog filtraV reda pre (levo)
i posle (desno) primene faznog korektora XII reda.
































Sl. 4.32: Impulsni odziv funkcije distorzije Eliptičkog filtra V reda pre (levo) i posle
(desno) primene faznog korektora XVI reda.
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Sl. 4.33: Fazne karakteristike funkcije distorz-
ije sa i bez faznog korektora za Prelazni filtar.
















Sl. 4.34: Grupna kašnjenja funkcije distorzije
sa i bez faznog korektora za Prelazni filtar.

















Sl. 4.35: Fazne karakteristike funkcije distorz-
ije sa i bez faznog korektora za Butterworthov
filtar.
















Sl. 4.36: Grupna kašnjenja funkcije distorzije
sa i bez faznog korektora za Butterworthov fil-
tar.



















Sl. 4.37: Fazne karakteristike funkcije distorz-
ije sa i bez faznog korektora za Eliptički filtar.

















Sl. 4.38: Grupna kašnjenja funkcije distorzije
sa i bez faznog korektora za Eliptički filtar.
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Na slikama 4.33, 4.35 i 4.37 prikazane su fazne karakteristike na izlazu kvadraturne banke
filtara, pre i posle fazne korekcije za Prelazni, Butterworth v i Eliptički filtar respektivno. Na
slikama 4.34, 4.36 i 4.38 prikazane su karakteristike grupnog kašnjenja na izlazu kvadraturne
banke filtara, pre i posle fazne korekcije za Prelazni, Butterworthov i Eliptički filtar respek-
tivno, gde se vidi da je korektorom postignuta mini-maks (equiripple) karakteristika grupnog
kašnjenja.
Slika 4.39 ilustruje koji je kriterijum poslužio za izbor reda faznog korektora. Za slučaj
QMF banke sa Prelaznim filtrom nije bilo pogodno primeniti fazni korektor nižeg reda od
dvanaestog, jer faznim korektorom desetog reda nije postignuta željena mini-maks karakteris-
tika.









Karakteristike grupnog kasnjenja funkcije distorzije















Sl. 4.39: Karakteristika grupnog kašnjenja funkcije distorzije petog reda kada se primeni fazni korektor
desetog (isprekidana linija) i dvanaestog (puna linija) reda.
94
4.3. Banka filtara sa korekcijom faznog izobličenja funkcije distorzije (varijanta 2)
4.3.2 Korekcija faznog izoblǐcenja QMF banke filtara sa Prelaznom kla-
som filtara sedmog reda
Za QMF banku u kojoj je prototipska funkcija Prelazna klasa filt ra sedmog reda, rezultat je
fazni korektor dvadesetčetvrtog reda. Prenosna funkcija ovog faznog korektora je






a njegovi polovi i nule prikazani su na Sl. 4.40. Polovi i nulekonǎcne prenosne funkcije QMF
banke sa ovim faznim korektorom prikazani su na Sl. 4.41. Na Sl. 4.42 prikazane su fazne
karakteristike prenosne funkcije QMF banke sa Prelaznom klasom sedmog reda, pre i posle
uvod-enja faznog korektora gde se vidi da se dobija linearna faznakar kteristika primenom
korektora. Na Sl. 4.43 prikazane su karakteristike grupnogkašnjenja prenosne funkcije QMF
banke pre i posle uvod-enja korektora.

















Sl. 4.40: Raspored nula i polova u z ravni
faznog korektora dvadeset četvrtog reda.




















Sl. 4.41: Nule i polovi funkcije distorzije QMF
banke sa primenjenim faznim korektorom.
Na slici 4.44 prikazani su impulsni odzivi QMF banke sa prototipskim Prelaznim filtrom
sedmog reda pre i posle primene faznog korektora. Na desnoj slici vidi se da je izlazni signal
iz QMF banke zakasnela replika ulaznog signala, pričemu kašnjenje odziva iznosi trideset dva
odmerka, koliki je red funkcije distorzije na izlazu QMF banke. Na slici 4.45 može se videti
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Sl. 4.42: Fazne karakteristike funkcije distorz-
ije sa i bez faznog korektora.



















Sl. 4.43: Grupna kašnjenja funkcije distorzije
sa i bez faznog korektora.
































Sl. 4.44: Impulsni odziv QMF banke, sa prototipskom funkcijom Prelaznog filtra sedmog reda, bez
faznog korektora (levo) i sa faznim korektorom (desno) dvadeset četvrtog reda.
da korektor dvadeseťcetvrtog reda daje bolju karakteristiku grupnog kašnjenjau odnosu na
korektor dvadeset drugog reda.
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Karakteristike grupnog kasnjenja funkcije distorzije















Sl. 4.45: Mini-maks karakteristika grupnog kašnjenja funkcije distorzije kada se primeni fazni korektor
dvadeset četvrtog (isprekidana linija) i dvadeset drugog(puna linija) reda.
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4.3.3 Korekcija faznog izoblǐcenja QMF banke filtara sa Prelaznom kla-
som filtara devetog reda
Za QMF banku u kojoj je prototipska funkcija Prelazna klasa filt ra devetog reda, rezultat je
fazni korektorčetrdesetog reda. Njegovi polovi i nule prikazani su na Sl. 4.46 a polovi i nule
konǎcne prenosne funkcije QMF banke sa ovim faznim korektorom prikazani su na Sl. 4.47.
Na Sl. 4.48 prikazane su fazne karakteristike prenosne funkcije QMF banke sa Prelaznom
klasom filtara devetog reda, pre i posle uvod-enja faznog korektora. Na Sl. 4.49 prikazane su
karakteristike grupnog kašnjenja pre i posle uvod-enja korektora kojim je postignuta mini-maks
karakteristika.

















Sl. 4.46: Raspored nula i polova u z ravni























Sl. 4.47: Nule i polovi funkcije distorzije QMF
banke sa primenjenim faznim korektorom.




















Sl. 4.48: Fazne karakteristike funkcije distorz-
ije sa i bez faznog korektora.

















Sl. 4.49: Grupna kašnjenja funkcije distorzije
sa i bez faznog korektora.
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Na slici 4.50 prikazani su impulsni odzivi QMF banke sa prototipskim Prelaznim filtrom
devetog reda pre i posle primene faznog korektora. Na desnojslici vidi se da je izlazni signal
iz QMF banke zakasnela replika ulaznog signala, pričemu kašnjenje iznosi pedeset odmeraka,
koliki je red funkcije distorzije na izlazu QMF banke.
































Sl. 4.50: Impulsni odziv QMF banke, sa prototipskom funkcijom Prelaznog filtra devetog reda, bez
faznog korektora (levo) i sa faznim korektorom (desno) četrdesetog reda.
Na slici 4.51 prikazano je da fazni korektorčetrdesetog reda daje bolju karakteristiku
grupnog kašnjenja u odnosu na korektor trideset osmog reda.








Karakteristike grupnog kasnjenja funkcije distorzije















Sl. 4.51: Mini-maks karakteristika grupnog kašnjenja funkcije distorzije kada se primeni fazni korektor




M ultiratesistemi, u kojima se obrada signala obavlja na više različitih frekvencija odmer-avanja, znǎcajno su razvijeni u poslednje dve decenije i imaju široku primenu u svim
oblastima obrade signala. Banke filtara, kao elementimultiratesistema, dele se na dvokanalne i
višekanalne banke. Dvokanalne banke filtara se uopšteno mogu podeliti na tri tipa: QMF banke,
ortogonalne banke filtara i biortogonalne banke filtara. Za re lizaciju filtara u dvokanalnoj
banci mogu se koristiti prenosne funkcije sa konač im impulsnim odzivom (FIR) ili prenosne
funkcije sa beskonǎcnim impulsnim odzivom (IIR).
Pri projektovanju banki digitalnih filtara osnovni zahtev je da izlazni signal sadrži što je
mogúce manja izoblǐcenja. Ta izoblǐcenja mogu biti fazna, amplitudska ili posledica prekla-
panja spektra (aliasing). Ako par banka analize-banka sinteze ispunjava uslov savršene rekon-
strukcije, signal na izlazu banke sinteze biće skalirana i zakašnjena replika signala sa ulaza.
Osobine banke filtara zavise od karakteristika pojedinačnih filtara od kojih je banka formirana.
Samim tim, izbor NF prototipskog filtra je najvažniji korak uprojektovanju banke filtara jer sve
ostale karakteristike sistema proističu iz njegovih karakteristika.
U ovoj tezi obrad-ene su dvokanalne QMF banke u sistemima sa beskonačnim impulsnim
odzivom. QMF banka deli ulazni signal na dva frekvencijska podopsega, koji se pojedinačno
obrad-uju sa nižom frekvencijom odmeravanja, i na izlazu formira ponovo jedan kompozitni
signal. Ovo kao rezultat daje NPR sistem što znači d na izlazu postoji fazno izobličenje. Re-
alizacija IIR banke filtara se zasniva na dekompoziciji prototipske prenosne funkcije na dva
allpassfiltra čijim se sabiranjem, odnosno oduzimanjem, dobijaju prenosne funkcije nisko-
propusnog i visokopropusnog filtra. Prednost ovakvih sistema je da se isti hardver koristi
za realizaciju i NF i VF prenosne funkcije što znači da je prilikom njihove praktǐcne imple-
mentacije potreban upola manji broj množača [4, str. 89]. Realizacija komplementarnih IIR
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filtara zasnovana na paralelnoj vezi dvaallpassfiltra odlikuje se malom osetljivošću karakter-
istike slabljenja na promenu dužine digitalne reči [70].
5.1 Doprinosi disertacije
• Predložena je direktna sinteza nove klase rekurzivnih digitalnih filtara, kao prototipske
funkcije koja zadovoljava uslov za komplementarnu dekompoziciju. (Od poznatih filtara, kom-
plementarnu dekompoziciju moguće je izvesti samo kod Buttervorthovog i Eliptičkog filtra,
s obzirom da je neophodan uslov da karakteristika slabljenja ima jednak broj ekstremuma u
propusnom i nepropusnom opsegu.) Kako karakteristika slabljenja nove klase filtara leži u
oblasti izmed-u Butterworthovih i Eliptǐckih karakteristika slabljenja, nova klasa je nazvana
Prelazna klasa filtara. Njena prenosna funkcija projektovana je tako da zadovoljava sve uslove
komplementarne dekompozicije tj. svi polovi nalaze se na imginarnoj osi a sve nule leže na
jediničnom krugu.
Izračunavanje koeficijenata prenosne funkcije Prelazne klase filtara formulisano je kao in-
verzni problem i izvedeno po sledeć m postupku. Data je funkcija kvadrata amplitudske karak-
teristike Prelaznih IIR filtara, sa po jednim, po dva, po tri ipo četiri ekstremuma u propusnom i
nepropusnom opsegu. Numerički postupak za utvrd-ivanje ekstremnih vrednosti karakteristike
slabljenja, u cilju da se ova funkcija podesi tako da ima mini-maks (equiripple) karakteris-
tiku u propusnom i nepropusnom opsegu, izvršen je u analognom domenu (na osnovu zadate
vrednosti minimalnog slabljenja u nepropusnom opsegu).
Korišćenjem odgovarajúce frekvencijske promenljive, analogna prenosna funkcijapres-
likana je u digitalni domen. Kao rezultat dobijena je prenosna funkcija niskopropusnog filtra sa
svim polovima na imaginarnoj osi i svim nulama na jediničnom krugu uz ravni. Zatim su usvo-
jeni polovi koji leže unutar jediničnog kruga na osnovu kojih je dobijena digitalna prenosna
funkcija prototipskog NF filtra. Ova funkcija je razložena ndvaallpassfiltra komplemen-
tarnom dekompozicijom. Konačno, niskopropusni i visokopropusni filtri, kao komplementar i
par, izvedeni su iz ovihallpassfiltara [70].
• Za klasu Prelaznih filtara sa po jednim ekstremumom u propusnom i epropusnom opsegu
dati su koeficijenti prenosne funkcije u zatvorenom obliku (odeljak 3.2). Primena ovako do-
bijenih koeficijenata je znǎcajna jer se pri konverziji frekvencije odabiranja zahtevafilt r sa
najmanjom mogúcom kompleksnoš́cu.
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• Pogodnim izborom filtara banki analize i sinteze ispunjen jeuslov za uklanjanje efekata
aliasinga. Pokazano je da se amplitudska izobličenja kod IIR banke filtara mogu u potpunosti
potisnuti pa je nelinearnost fazne karakteristike dominant o izoblǐcenje. Za postizanje prib-
ližno savršene rekonstrukcije signala predložena je korekcija grupnog kašnjenja faznim korek-
torom i izvršena analiza uticaja reda faznog korektora na tačnost rekonstrukcije signala.
5.2 Pregled ostvarenih rezultata
U okviru analize Prelazne klase filtara obrad-ene su funkcije neparnog reda sa po jednim, po
dva, po tri i početiri ekstremuma u propusnom i nepropusnom opsegu. Karakteristike slabljenja
na svim graficima date su za minimalnu vrednost slabljenja u nepropusnom opsegu od 40dB
kako bi se omogúcilo pored-enje svih tipova filtara. Na polovini frekvencijskog opsegavrednost
slabljenja iznosi 3dB s obzirom da su u pitanjuhalfbandfiltri.
• Za Prelaznu klasu filtara sa po jednim ekstremumom u propusnom i epropusnom opsegu
analizirane su karakteristike slabljenja na dva nači . Najpre je izvršeno pored- nje ovih karak-
teristika za isti stepen višestrukosti konjugovano-kompleksne nule prenosne funkcije, pričemu
se red filtra menja. Zatim je prikazano pored-enje ovih karakteristika za isti red filtra ali za
različite stepene višestrukosti. Za slučajeve višestrukostiL = 1, . . . ,4 dati su položaji polova
i nula za peti, sedmi, deveti i jedanaesti red filtra kao i odgovarajúci koeficijenti prenosnih
funkcija.
Takod-e je izvršeno pored-enje Prelazne klase filtara petog, sedmog, devetog i jedanaestog
reda sa Butterworthovim i Eliptičkim filtrom istog reda. Pokazano je da Prelazni filtri imaju
bolju selektivnost u odnosu na Butterworthov filtar, a lošiju u odnosu na Eliptički. Med-utim,
kako je Eliptǐcki filtar projektovan koriš́cenjem bilinearne transformacije, njegovi polovi nisu
čisto imaginarni a realni delovi polova se povećavaju sa povécanjem reda filtra. Ovo rezultira u
grešci amplitudske karakteristike VF filtra, što znači da Prelazni filtri postižu vécu tǎcnost pri
komplementarnoj dekompoziciji u odnosu na Eliptičke filtre.
Opisan je postupak komplementarne dekompozicije Prelazneklas filtara na dvallpassfil-
tra čije su prenosne funkcije takod-e date za peti, sedmi, deveti i jedanaesti red filtra. Za sve ove
mogúcnosti prikazane su karakteristike slabljenja NF/VF komplementarnog para, dobijenog
sabiranjem/oduzimanjemallpassfiltara.
• Za klasu Prelaznih filtara sa po dva ekstremuma u propusnom i nepropusnom opsegu
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date suhalfbandkarakteristike slabljenja za sedmi, deveti, jedanaesti i trinaesti red, što odgo-
vara vrednosti stepena zaravnjenja u koordinatnom početkuM = 3, M = 5, M = 7 i M = 9,
respektivno. Za sve slučajeve dati su položaji polova i nula tabelarno i grafički kao i ko-
eficijenti prenosnih funkcija. Objašnjen je postupak komplementarne dekompozicije, date
prenosne funkcijeallpassfiltara i prikazane odgovarajuće karakteristike slabljenja dobijenih
NF/VF komplementarnih parova.
• Za klasu Prelaznih filtara sa po tri ekstremuma u propusnom i nepropusnom opsegu date
suhalfbandkarakteristike slabljenja za deveti i jedanaesti red a za klasu prelaznih filtara sa po
četiri ekstremuma u propusnom i nepropusnom opsegu za jedana sti i trinaesti red.
• Na osnovu ovih rezultata došlo se do sledećih zakljǔcaka:
(a) Predložena klasa Prelaznih filatra ima polove sačisto imaginarim delom̌cime je
obezbed-ena visoka tǎcnost pri komplementarnoj dekompoziciji koju Eliptičk filtar ne može
postíci.
(b) Praktǐcna realizacija nove klase je jednostavnija u odnosu na Eliptički filtar obzirom da
ima parove konjugovano-kompleksnih nula na jediničnom krugu i višestruku nulu uz= −1.
(c) Polovi Eliptǐckog filtra akumulirani su u okolini ivice propusnog opsega ir stojanje
izmed-u njih se smanjuje sa porastom reda filtra. Ovo zahteva velikudužinu digitalne rěci za
implementaciju filtara visokog reda. Nova klasa ima aproksimat vno ekvidistantni raspored
polova pa se može realizovati sa manjom dužinom digitalne reči u odnosu na Eliptǐcki filtar.
(d) Nova klasa filtara ima vécu stabilnost obzirom da su polovi smešteni bliže koordinatnom
početku.
5.3 Pravci budúcih istraživanja
Kao logǐcan nastavak prikazanih rezultata, može se analizirati komple entarna dekompozi-
cija za klasu Prelaznih filatra parnog reda kod kojih su koeficij nti allpassfiltara kompleksni,
pa je samim tim i njihova implementacija drugačij .
Naredni korak je praktična realizacija Prelazne klase filtara u cilju testiranja i verifikacije
prikazanih rezultata. Opisivanje hardverske implementacije, u cilju da realizuje i izvršava
odred-eni skup logǐckih funkcija, vrši se VHDL programskim jezikom. Ovaj jeziktekstualno
opisuje osnovne delove hardverske implementacije i veze izm d-u njih kako bi se oni konǎcno




6.1 Polifazna reprezentacija prenosne funkcije
Uvod-enje polifazne reprezentacije digitalnih filtara pruža efikasnu implementaciju deci-
macionih i interpolacionih filtara i naročito je važna za razvoj banki filtara. Polifazna
reprezentacija može se pokazati na primeru faktorisanja rekurzivnog filtra u sumu faktora pr-














Prenosna funkcija digitalnog filtraH(z) = ∑∞n=−∞ h(n)z−n (koji u opštem slǔcaju može
biti i nerekurzivan i rekurzivan kao i nekauzalan i kauzalan) može se predstaviti prekoM
polifaznih komponenti kaoH(z) = E0(zM) + z−1E1(zM) + . . . + z−(M−1)EM−1(zM), ali je za
primenu dvokanalne banke filtara od interesa dekompozicijana dve polifazne komponente.
Ako bi se dati niz podelio na dva dela, na deo sa samo parnim koeficijentima i drugi, sa samo





















6.2. Dekompozicija rekurzivnih filtara naallpassfiltre
Ako se ove sume označe saE0(z) = ∑∞n=−∞ h(2n)z−n i E1 = ∑∞n=−∞ h(2n+ 1)z−n tada je po-







6.2 Dekompozicija rekurzivnih filtara na allpass filtre
Rekurzivni digitalni filtri se mogu rastaviti na podfiltre odnosno predstaviti kao paralelna veza,
u opštem slǔcaju proizvoljnog broja,allpassfiltara [100–102]. Prenosna funkcijaallpassfiltra
višeg reda se može izraziti kao kaskadna sekcijaallpassfiltara prvog i drugog reda. Mnoge
klase filtara, projektovane na baziallpassfiltara, pokazale su se kao veoma pogodne u ve-
likom broju aplikacija za obradu signala i implementaciji.Sistemi u kome je rekurzivni filtar
konstruisan kao paralelna veza dvaallpassfiltra pokazali su se kao izuzetno efikasni, Sl. 6.1.
Ovi allpassfiltri dobijaju se tako što se izračunaju položaji polova pǒcetne prenosne funkcije
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Sl. 6.1: Rastavljanje ulazne prenosne funkcije na dva allpass filtra.
Primer 1. Osnovni princip ovog postupka može se pokazati na primeru Chebyshevljevog
filtra čiji su parametri: normalizovana granič a frekvencija propusnog opsegafc = 0.3, nor-
malizovana granična frekvencija nepropusnog opsegafs = 0.5, maksimalno slabljenje u pro-
pusnom opseguRp = 2dB i minimalno slabljenje u nepropusnom opseguRs = 60dB. Ova
parametre ispunjava prenosna funkcija Chebyshevljevog fitra sedmog reda koja ima oblik
Hu =
0.0001z7 +0.0006z6 +0.0018z5 +0.0030z4 +0.0030z3 +0.0018z2 +0.0006z+0.0001
z7−4.912z6 +11.46z5−16.18z4 +14.83z3−8.795z2 +3.13z−0.5185 . (6.6)
Polovi ovog filtra su: 0.5798± 0.7805i,0.6608± 0.6381i,0.8533,0.7889± 0.3736i i
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Normalizovana frekvencija (xπ rad/sample)














Nule i polovi u z−ravni
Sl. 6.2: Karakteristika slabljenja, fazna karakteristika i položaj polova i nula za Chebyshevljev filtar









Sl. 6.3: Postupak odvajanja polova pri dekompoziciji na dva allpasssubfiltra A1 i A2.
0.8553. Za jedanallpassfiltar, A1, usvajaju se polovi 0.5798± 0.7805i i 0.7889± 0.3736i
a za drugi,A2, preostali 0.8553 i 0.6608±0.6381i kao što je prikazano na slici 6.3a).
Usvojeni polovi definišu imenioce ovih filtara a brojioci se jednoznǎcno dobijaju na osnovu
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Sl. 6.4: Sinteza Chebyshevljevog niskoropusnog filtra.
Na taj nǎcin polazni niskopropusni filtar sedmog reda rastavljen je na dvaallpassfiltra







z3−2.175z2 +1.972z−0.72 . (6.9)
Fazne karakteristike ovih filtara su prikazane na slici 6.4a. Može se uǒciti da su u pro-
pusnom opsegu fazne karakteristike približno iste, što znači d su komponente signala koje se
sabiraju na izlazu, u fazi, pa je amplitudska karakteristika u propusnom opsegu približno jed-
naka 2 (ali ne véca). Iz tog razloga se uvodi faktor 1/2. U nepropusnom opsegu fazna razlika
ova dvaallpassfiltra je π , usledčega komponente poništavaju jednu drugu pa je rezultujući
amplitudski odziv jednak približno nuli [4, str.86].
U opštem slǔcaju, fazni odzivallpassfiltra redaN opada monotono od 0 do−Nπ kadaω
raste od 0 doπ . Sledi da je fazna razlika dvallpassfiltra redaM i N jednaka(M−N)π za
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vrednostω = π . Ako je cilj da se postigne amplitudska karakteristika kojadgovara niskopro-
pusnom filtru, redovi filtara treba da se razlikuju za jedan stepen.
Ako se frekvencijski odziviallpassfiltara predstave u oblikuA1 = ejφa1(ω) i A2 = ejφa2(ω),
frekvencijski odziv funkcijeHi je:
Hi(e







i za vrednostω = 0 iznosiHi(ej0) = 2 dok zaω = π ima vrednostHi(ejπ) = 0.
Amplitudska funkcija sadrži u sebi razliku fazaallpassfiltara. Kada, za neki opseg frekven-
cija, ova razlika teži nuli tada kosinusna funkcija u amplitudskom odzivu teži jedinici, odnosno
taj frekvencijski opseg je propusni opseg filtra i definiše njgovu prirodu. Sa druge strane,
frekvencijski opseg gde je ova razlika faza približna vrednosti π, biće nepropusni opseg,
odnosno amplitudski odziv biće jednak nuli.






Razdvajanje polova može da se generalizuje na sledeći nǎcin. Ako su polovi polaznog filtra
z1,z2, . . . ,zN a njihovi ugloviθ1,θ2, . . . ,θN, oznǎceni tako da važiθ1 < θ2 < .. . < θN kao na
slici 6.3b), tada su polovi koji pripadajuA1 - oni sa neparnim indeksima,z2k+1, a poloviA2 sa
parnim,z2k.
6.2.1 Projektovanje NF/VF frekvencijskog para
Visokopropusni rekurzivni filtarHVF(z) može se izvesti iz niskopropusnogHNF(z) ako se
niskopropusni filtar može izraziti kao suma dve stabilneallpassfunkcije, (6.11).
Na osnovu napred izloženog, kako bi dobili prenosnu funkciju koja odgovara visokopro-
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Sl. 6.5: Formiranje NF/VF para sabiranjem/oduzimanjem prenosnih funkcija dva allpass filtra.
Ako se iskoriste dobijeniallpassfiltri u primeru Chebyshevljevog filtra iz prethodne sekcije,
za sintezu visokopropusnog filtra, tada je njegova prenosnafunkcija
HVF =
0.7201z7 −3.942z6 +10.12z5−15.63z4 +15.63z3−10.12z2 +3.942z−0.7201
z7−4.912z6 +11.46z5−16.18z4 +14.83z3−8.795z2 +3.13z−0.5185 . (6.14)
a amplitudska i fazna karakteristika imaju oblik kao na slici 6.6. Operacija oduzimanja ukazuje
da je fazni odziv jednogallpassfiltra pomeren zaπ pa je fazna razlikaallpasssignala za
frekvencije manje od granične (0.3) jednakaπ, a za véce od granǐcne, jednaka nuli, odnosno,
komponenteallpassfiltara za normalizovane frekvencije manje od 0.3 se oduzimaju pa ampli-
tudski odziv teži nuli, a za ostale frekvencije se sabiraju pje amplitudski odziv jednak jedinici.
Na ovaj nǎcin se niskopropusni i visokopropusni filtar mogu implementirati po ceni jednog,
s obzirom da je razlika samo u izlazu, odnosno da li se koristisab rǎc ili oduzimǎc. Sabiranjem
ove dve prenosne funkcije,HLP i HHP dobija se
HNF(z)+HVF(z) = A1(z) (6.15)
odnosno niskopropusni i visokopropusni filtar, izraženi preko sumeallpassfiltara, čine kom-
plementarni par poallpassfunkciji.
Pored ovog kriterijuma, ove prenosne funkcije zadovoljavaju i komplementarnost po snazi,
što se lako može dokazati zamenom jednači sa cos i sin
|HNF(ejω)|2+ |HVF(ejω)|2 = 1 (6.16)
tj. oni su dvostruko komplementarni. Ovo znači da je ukupna snaga ulaznog signala raspodel-
jena podjednako na NF i VF izlaze što je veoma korisna osobinarecimo kod filtara za razdva-
janje opsega signala u procesu kodiranja govora.
Može se još pomenuti da je ovaj postupak moguće iskoristiti i za dobijanje filtra propusnika
opsega i nepropusnika opsega ali da se u tom slučaju redoviallpassfiltara moraju razlikovati
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Sl. 6.6: Sinteza Chebyshevljevog visokopropusnog filtra.
za dva stepena. Takod-e, postoje i druge metode za projektovanje NF/VF filtarskog para, ali one
nisu predmet razmatranja ove teze.
Prethodno opisani postupak projektovanja rekurzivnog NF/VF filtarskog para može se
podeliti na tri etape:
1. Odred-ivanje reda niskopropusnog filtra na osnovu zadatih specifika ija i projektovanje
prenosne funkcije filtra standardnim postupkom;
2. Raspodela polova, tako odred-ene prenosne funkcije, na dva dela prema utvrd-enom prav-
ilu, i formiranje prenosnih funkcija dvallpassfiltra;
3. Izrǎcunavanje prenosne funkcije niskopropusnog filtra sabiranjem prenosnih funkcija ll-
passfiltara a visokopropusnog - njihovim oduzimanjem. Na kraju,prorǎcun vrednosti
koeficijenata prenosnih funkcija NF/VF filtarskog para.
Ovim postupkom, svi klasični tipovi filtara (Butterworth, Chebyshev, Elliptic,...)mogu
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se realizovati kao paralelna veza dvaallpassfiltra pod uslovom da je red ovih filtara neparan
jer su samo tada koeficijentiallpassfiltara realni brojevi. Kod parnog reda filtra, koeficijenti
prenosnih funkcijaallpassfiltara su imaginarni brojevi, prǐcemu su koeficijentiallpassfiltra
A2 konjugovano-kompleksni brojevi koeficijenataA1, pa se u tom slǔcaju mora primeniti drugi
postupak.
Primer 2. Eliptički filtar ispunjava zadate specifikacijeRp = 0.5, Rs = 20, ωp = 0.45 i
ωs = 0.6 za red filtraN = 3.




i može se izraziti kao polovina zbiraallpassfiltara:
A1(z) =
0.6683z2 −0.1474z+1
z2−0.1474z+0.6683 i A2(z) =
−0.1931z+1
z−0.1931 . (6.18)




















Nule i polovi u z−ravni
Sl. 6.7: Raspored polova Eliptičkog filtra trećeg reda za Rp = 0.5, Rs = 20, ωp = 0.45 i ωs = 0.6 .
Specijalan slǔcaj niskopropusnih filtara neparnog reda suhalfbandfitri kod kojih su ivice
propusnog i nepropusnog opsega locirane simetrično okopi/2 a svi polovi prenosne funkcije
smešteni na imaginarnoj osi. Pri realizaciji decimacije ilinterpolacije faktorom dva,halfband
filtri nude posebne uštede prilikom proračuna jer seallpassfiltri mogu realizovati pri nižoj
frekvenciji odmeravanja i stoga su posebno važni pri projekt vanju banki filtara.
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Sl. 6.8: Amplitudske i fazne karakteristike Eliptičkog niskopropusnog (puna linija)/visokopropusnog
(isprekidana linija) para.
6.3 Kriterijumi komplementarnosti
Komplementiranje predstavlja izvod-enje nove prenosne funkcije od već postojéce. Najjednos-
tavniji primer bio bi kada se iz prenosne funkcijeH(z) dobija njena komplementarna prenosna
funkcijaHC(z) koja je njen jedinǐcni komplement, slika 6.9.
1
H z( )
U z( ) Y z( )
Sl. 6.9: Izvod-enje jedinične komplementarne funkcije.




HC(z)+H(z) = 1. (6.20)
Odgovarajúci frekvencijski odzivH(ejω) je realna i parna funkcija na opsegu 0≤ω ≤ π. Za
bilo koju vrednost frekvencijeω, suma frekvencijskih odziva funkcijaH(z) i HC(z) je jednaka
jedinici, odnosno zaz= ejω važi
HC(e
jω)+H(ejω) = 1. (6.21)
Komplementiranjem niskopropusnog filtra dobija se visokopropusni.
Ako su inverzne Z transformacije redomHC(n) → HC(z), h(n) → H(z) i δ (n) → 1 tada u
vremenskom domenu važi
hC(n)+h(n) = δ (n), (6.22)
što pokazuje da ceo ovaj proces pretpostavlja da impulsni odzivi imaju neparan broj koeficije-
nata.
Kako bi definisali razlǐcite kriterijume po kojima se neki par filtara smatra komplemen-
tarnim, razmatráce se par filtara[H(z),HC(z)], pri čemu suH(z) i HC(z) njihove prenosne
funkcije [68, str.243-244 ], [4, str.157-159]. Treba naglasiti da postoje filtarski parovi koji su
istovremeno komplementarni po dva kriterijuma tj dvostruko komplementarni.
Filtarski par komplementaran po snazi
Par filtara[H(z),HC(z)] čine komplementarni par filtara simetričan po snazi (power comple-
mentary filtar pair) ako je suma kvadrata njihovih amplitudskih odziva jednaka pozitivnoj kon-
stanti, tj.
|H(ejω)|2+ |HC(ejω)|2 = K, (6.23)
gde je konstantaK obično jednaka jedinici. Za ovakav par, kvadrati amplitudskihodziva
na granǐcnoj ǔcestanostiωc su jednaki|H(ejωC)|2 = |HC(ejωC)|2 = K/2, tj. karakteristike
slabljenja na ovoj ǔcestanosti su približno 3 dB ispod maksimalne vrednosti.
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Filtarski par komplementaran po amplitudi
Par filtara[H(z),HC(z)] je komplementaran po amplitudi (magnitude complementary filtar pair)
ako je suma njihovih amplitudskih odziva jednaka pozitivnoj konstanti, tj.
|H(ejω)|+ |HC(ejω)| = K, (6.24)
gde je konstantaK obično jednaka jedinici. Za ovakav par kvadrati amplitudskih odziva na
granǐcnoj ǔcestanostiωc su jednaki|H(ejωC)|= |HC(ejωC)| = K/2, tj. karakteristike slabljenja
na ovoj ǔcestanosti su približno 6 dB ispod maksimalne vrednosti.
Filtarski par komplementaran po allpass funkciji
Par filtara[H(z),HC(z)] je komplementaran poallpassfunkciji (allpasscomplementary filtar
pair) ako je suma njihovih prenosnih funkcija jednaka prenosnoj funkcijiallpassfiltra, tj.
H(z)+HC(z) = A(z). (6.25)
Filtarski par komplementaran po kašnjenju
Par filtara[H(z),HC(z)] je komplementaran po kašnjenju (delay complementary filtarpair) ako
je suma njihovih prenosnih funkcija jednaka funkciji kašnjenja, tj.
H(z)+HC(z) = Kz
−n0, (6.26)
gde je konstantaK obično jednaka jedinici an0 nenegativan ceo broj.
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Izjavljujem da je štampani oblik moje doktorske disertacije istovetan elektronskom obliku,




IZJAVA O KORIŠ ĆENJU
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